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Primeira Prova - Soluções

• Não serão aceitas respostas sem justificativas. Você pode usar, sem provar, todos os resultados feitos em sala de aula;

• Você pode usar lápis em toda a resolução das questões;

• A menos que seja especificado, todo espaço vetorial nessa prova será considerado sobre um corpo comutativo K.

(2,0) 1. Sejam V e W espaços vetoriais sobre K, n ∈ N e T : V → Wn uma função. Escreva, para cada v ∈ V ,
T (v) = (T1(v), ..., Tn(v)). Assim, ficam definidas as funções Tj : V → W para cada j = 1, ..., n. Mostre que
T é linear se, e somente se, Tj é linear para todo j = 1, ..., n.

Solução: Para cada j = 1, ..., n seja πj : Wn →W a projeção dada por πj(w1, ..., wn) = wj . Claramente πj
é linear para todo j = 1, ..., n. Além disso, Tj = πj ◦T por definição de Tj . Logo, se T é linear, então cada Tj
é uma composição de transformações lineares e portanto linear. Reciprocamente, suponha que Tj seja linear
para cada j = 1, ..., n, então dados v1, v2 ∈ V e k ∈ K temos

T (v1 + kv2) = (T1(v1 + kv2), ..., Tn(v1 + kv2))
= (T1(v1) + kT1(v2), ..., Tn(v1) + kTn(v2))
= (T1(v1), ..., Tn(v1)) + k(T1(v2), ..., Tn(v2))
= T (v1) + kT (v2),

logo T é linear.

(3,0) 2. Seja V um C-espaço vetorial de dimensão n. Denotamos por VR o mesmo espaço vetorial V mas considerado
como um espaço vetorial apenas sobre R. Seja β = 〈v1, ..., vn〉 uma base ordenada de V .

(1,5) a) Mostre que β̃ = 〈v1, ..., vn, iv1, ..., ivn〉 é uma base de VR.

(1,5) b) Seja T : V → V uma transformação linear. Definimos TR : VR → VR como a mesma função T mas
pensada apenas como R-linear. Encontre uma relação entre as matrizes [T ]β e [TR]β̃ .

Solução:

a) Suponha que existam a1, ...an, b1, ..., bn ∈ R de modo que

a1v1 + ...+ anvn + b1(iv1) + ...+ bn(ivn) = 0

Como V é um C-espaço vetorial, esta equação é equivalente a:

(a1 + ib1)v1 + ...+ (an + ibn)vn = 0.

Como 〈v1, ..., vn〉 é linearmente independente em V , segue que aj + ibj = 0 para todo j = 1, ..., n, e

portanto aj = bj = 0 para todo j = 1, ..., n, o que conclui que β̃ é linearmente independente.
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Agora dado v ∈ VR = V , como β é gerador e V , existem z1, ..., zn ∈ C tais que v = z1v1 + ... + znvn.
Escreva, para cada j = 1, ..., n, zj = aj + ibj com aj , bj ∈ R. Então

v = (a1 + ib1)v1 + ...+ (an + ibn)vn = a1v1 + ...+ anvn + b1(iv1) + ...+ bn(ivn) ∈ span β̃.

Assim β̃ é gerador de VR, e portanto β̃ é base de VR.

b) Escreva [T ]β = (zkl), com zkl = akl + ibkl, akl, bkl ∈ R para todo k, l ∈ {1, ..., n}. Considere agora as
matrizes com entradas reais A = (akl) ∈Mn(R) e B := (bkl) ∈Mn(R), isto é, [T ]β = A+ iB. Dáı, para
cada k = 1, ..., n temos

TR(vk) = T (vk)
= z1kv1 + ...+ znkvn
= (a1k + ib1k)v1 + ...+ (ank + ibnk)vn
= a1kv1 + ...+ ankvn + b1k(iv1) + ...+ bnk(ivn).

e
TR(ivk) = T (ivk)

= iT (vk)
= i(z1kv1 + ...+ znkvn)
= (−b1k)v1 + ...+ (−bnk)vn + a1k(iv1) + ...+ ank(ivn).

Logo

[TR]β̃ =

[
A −B
B A

]
.

(2,5) 3. Seja T : V → W uma transformação linear sobrejetiva entre K-espaços vetoriais. Mostre que existe uma

transformação linear injetiva T̃ : W → V tal que T ◦ T̃ = IdW . Enuncie e demonstre um resultado análogo
para uma transformação linear injetiva T : V →W .

Solução: Seja (wλ)λ∈Λ uma base de W . Como T é sobrejetiva, para cada λ ∈ Λ existe vλ ∈ V tal que

T (vλ) = wλ. Defina T̃ : W → V como a única transformação linear tal que T̃ (wλ) = vλ para todo λ ∈ Λ.

Assim, T̃ está completamente determinada e por definição satisfaz (T ◦ T̃ )(wλ) = T (T̃ (wλ)) = T (vλ) = wλ
para todo λ ∈ Λ. Portanto T ◦ T̃ e IdW coincidem em uma base de W e assim T ◦ T̃ = IdW . Para ver que T̃
é injetiva, note que se T̃ (w) = 0, então w = IdW (w) = T (T̃ (w)) = T (0) = 0, logo w = 0.

Suponha agora que T : V → W seja uma transformação linear injetiva. Afirmamos que existe uma trans-
formação linear sobrejetiva T̃ : W → V tal que T̃ ◦T = IdV . Seja (vλ)λ∈Λ uma base de V . Como T é injetiva,
o conjunto (T (vλ))λ∈Λ ⊂ W é linearmente independente. Completamos esse conjunto para uma base de W

consistindo de vetores {T (vλ)}λ∈Λ ∪ {wµ}µ∈M . Definimos T̃ : W → V como a única transformação linear

tal que T̃ (T (vλ)) = vλ e T̃ (wµ) = 0 para todos λ ∈ Λ e µ ∈ M . Assim T̃ está completamente definida e por

definição satisfaz (T̃ ◦T )(vλ) = vλ para todo λ ∈ Λ. Como (vλ)λ∈Λ é base de V , segue que T̃ ◦T = IdV . Para

ver que T̃ é sobrejetiva, seja v ∈ V e note que por construção de T̃ , temos que v = T̃ (T (v)), logo v ∈ Im(T̃ ).

(2,5) 4. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão n, β = 〈v1, ..., vn〉 uma base ordenada de V e b : V × V → K uma
forma K-bilinear.

(1,0) a) Mostre que para todos u, v ∈ V vale
b(u, v) = [u]tβB[v]β ,

onde B := (bij) com bij := b(vi, vj) para i, j ∈ {1, ..., n}.
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(1,5) b) Seja b# : V → V ∗ a aplicação (linear) definida por

[b#(u)](v) := b(u, v).

Definimos o núcleo da forma bilinear b como Ker b := Ker b#. Dizemos que b é não-degenerada se
Ker b = {0}. Mostre que b é não-degenerada se, e somente se, det B 6= 0.

Solução:

a) Escreva u = c1v1 + ...+ cnvn e v = d1v1 + ...+ dnvn. Dáı,

[u]tβB[v]β =
[
c1 . . . cn

]  b11 . . . b1n
...

...
bn1 . . . bnn


 d1

...
dn

 =
[ ∑n

i=1 cibi1 . . .
∑n
i=1 cibin

]  d1

...
dn


e portanto

[u]tβB[v]β =

n∑
i,j=1

cidjbij =

n∑
i,j=1

cidjb(vi, vj).

Por outro lado,

b(u, v) = b

 n∑
i=1

civi,

n∑
j=1

djvj


=

n∑
i=1

cib

vi, n∑
j=1

djvj


=

n∑
i=1

ci

 n∑
j=1

djb(vi, vj)


=

n∑
i,j=1

cidjb(vi, vj).

b) Seja β∗ = 〈v1, ..., vn〉 a base dual de β. Para cada i = 1, ..., n escreva

b#(vi) = α1iv
1 + ...+ αniv

n.

Por definição de b# e de base dual, temos que para cada j = 1, ..., n vale

[b#(vi)](vj) = (α1iv
1 + ...+ αinv

n)(vj) = αji.

Logo,
b(vi, vj) = [b#(vi)](vj) = αji,

e portanto [b#]β
∗

β = Bt. Como dimV = dimV ∗, segue que b# é isomorfismo se, e somente se, Bt é

invert́ıvel, ou seja, se, e somente, det Bt = det B 6= 0.
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