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Primeira Prova - Solugoes

e Nao serdo aceitas respostas sem justificativas. Vocé pode usar, sem provar, todos os resultados feitos em sala de aula;
e Vocé pode usar lapis em toda a resolucao das questoes;

e A menos que seja especificado, todo espago vetorial nessa prova serd considerado sobre um corpo comutativo K.

(2,0) 1. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K, n € Ne T : V — W™ uma fungdo. Escreva, para cada v € V,
T(v) = (Th(v), ..., Tn(v)). Assim, ficam definidas as fungbes T, : V' — W para cada j = 1,...,n. Mostre que
T ¢é linear se, e somente se, T; ¢ linear para todo j =1,...,n.

Solugao: Para cada j =1,...,n seja w; : W™ — W a projecao dada por m;(ws,...,w,) = w,. Claramente 7;
¢ linear para todo j = 1,...,n. Além disso, T; = m; o1 por defini¢do de Tj. Logo, se T' ¢ linear, entao cada T}
¢ uma composicao de transformagoes lineares e portanto linear. Reciprocamente, suponha que 7} seja linear
para cada j = 1,...,n, entao dados v1,v3 € V e k € K temos

T(Ul + kvg) = (Tl(vl + k”l)g), ...,Tn(vl + k"Ug))
= (Ti(v1) + kT1(v2), ..., Tn(v1) + KT (v2))
= (Tl(l}l),...,Tn(Ul))+k(T1(U2),...,Tn(’U2))

logo T' é linear.

(3,0) 2. Seja V um C-espaco vetorial de dimensao n. Denotamos por Vg o mesmo espago vetorial V mas considerado
como um espago vetorial apenas sobre R. Seja 8 = (vq, ..., v,) uma base ordenada de V.

(1,5) a) Mostre que E: (U1, «ery Up, 101, ..., 10, ) € uma base de V.

(1,5) b) Seja T : V — V uma transformagao linear. Definimos Tk : Vg — Vg como a mesma funcido T mas
pensada apenas como R-linear. Encontre uma relagao entre as matrizes [T]g e [Tk]3.

Solugao:
a) Suponha que existam aq, ...an, b1, ..., b, € R de modo que
a1v1 + ... + apv, + b1(iv1) + ... + by (iv,) =0
Como V' é um C-espaco vetorial, esta equagao é equivalente a:
(a1 + iby)v1 + ... + (ap, + iby)v, = 0.

Como (v, ...,v,) é linearmente independente em V', segue que a; + ib; = 0 para todo j = 1,...,n, e
portanto a; = b; = 0 para todo j = 1,...,m, o que conclui que § ¢ linearmente independente.



(2,5) 3.

(2,5) 4.

Agora dado v € Vg =V, como 3 é gerador e V, existem zq, ..., 2z, € C tais que v = 2101 + ... + 2, 0y.
Escreva, para cada j = 1,...,n, z; = a; + ib; com a;,b; € R. Entao

v = (a1 4+ ib1)v1 + ... + (an + iby)vy = a1v1 + ... + apv, + b1 (Gv1) + ... + by (iv,) € span B

Assim B é gerador de Vg, e portanto B é base de Wg.

b) Escreva [T)|g = (2k1), com zg = ag + tbg, agr, by € R para todo k,1 € {1,...,n}. Considere agora as
matrizes com entradas reais A = (ag;) € M,(R) e B := (bg1) € Mp(R), isto é, [T]g = A+ iB. Dai, para
cada k =1,...,n temos

Tr(ve) = T(vk)

= Z1xV1 + ... + ZpkUn

(a1g + tb1k)v1 + oo + (ank + ibpi) vy

1501 + oo + ApgUn + b1 (1v1) 4 oo + b (Gvy).

e
T]R(Z"Uk) = T(z’vk)
= iT(Uk)
= i(ZlkU1 + ...+ anvn)
= (=bi)vr + oo + (=bpg)vn + a1 (iv1) + .. + ani(ivy).
Logo

[TR]E:{g _f]

Seja T : V — W uma transformacao linear sobrejetiva entre K-espagos vetoriais. Mostre que existe uma
transformacao linear injetiva T': W — V tal que T'o T' = Idyy. Enuncie e demonstre um resultado analogo
para uma transformacao linear injetiva T : V. — W.

Solugao: Seja (wy)rea uma base de W. Como T é sobrejetiva, para cada A € A existe vy € V tal que
T(vy) = wy. Defina T : W — V como a tnica transformacio linear tal que T(wy) = vy para todo A € A.
Assim, T estd completamente determinada e por definicio satisfaz (T o T)(wy) = T(T(wA)) =T(vx) = wx
para todo A € A. Portanto 7' o Te Idw coincidem em uma base de W e assim 7' o T = Idy . Para ver que T
é injetiva, note que se T(w) = 0, entdo w = Idy (w) = T(T(w)) = T(0) = 0, logo w = 0.

Suponha agora que T : V' — W seja uma transformacao linear injetiva. Afirmamos que existe uma trans-
formagao linear sobrejetiva T:W =V tal que ToT =1dy. Seja (vx)rea uma base de V. Como T é injetiva,
o conjunto (7'(vx))aea C W ¢é linearmente independente. Completamos esse conjunto para uma base de W
consistindo de vetores {T(vx)}rea U {wu}uenr. Definimos T :W — V como a tnica transformacio linear
tal que T(T(vy)) = vy e T(w#) — 0 para todos A € A e € M. Assim T esté completamente definida e por
deﬁnlgao satisfaz (ToT)(vA) = vy para todo A € A. Como (v,\)AeA é base de V, segue que ToT = Idy . Para
ver que T’ é sobrejetiva, seja v € V e note que por construcdo de T, temos que v = T(T( ), logo v € Im(T)

Seja V' um K-espago vetorial de dimensao n, 8 = (v, ..., v,) uma base ordenada de Ve b:V x V — K uma
forma K-bilinear.

(1,0) a) Mostre que para todos u,v € V vale

b(”?”) = [u]tﬁB[v]ﬂﬂ
onde B := (b;;) com b;; := b(v;,v;) para i,j € {1,...,n}.



(1,5) b) Seja b : V — V* a aplicacao (linear) definida por
(6% ()] (v) = b(u, v).

Definimos o nicleo da forma bilinear b como Ker b := Ker b#. Dizemos que b é nao-degenerada se
Ker b = {0}. Mostre que b é ndo-degenerada se, e somente se, det B # 0.

Solugao:
a) Escreva u = c1v1 + ... + cpv, e v = dyvg + ... + dpv,. Dal,

b11 N bln d1 d1

[u]%B[U]g = [ crT ... Cp ] = [ Z?:l cibii ... E?:l Cibin ] :
bnl s bnn dn dn

e portanto

[u]tﬁB[’U]g = Z Cidjbij = Z cidjb(vi,vj).

ij=1 ij=1

Por outro lado,

blu,v) = b Zcivi,Zdjvj

b) Seja B* = (vl,...,v") a base dual de 3. Para cada i = 1,...,n escreva
b#(vi) = a0t + o+ o™
Por definicio de b# e de base dual, temos que para cada j = 1,...,n vale
07 ()] (v5) = (aiv! + . + @™ (v) = as.

Logo,
b(vi,v5) = [b% (0)](v;) = aji,

e portanto [b#]g* = B'. Como dimV = dimV*, segue que b* ¢é isomorfismo se, e somente se, B! é
invertivel, ou seja, se, e somente, det B! = det B # 0.



