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Defini¢ao 1. Seja V' um espago vetorial real ou complexo. Uma forma (sesquilinear) em V'
é uma funcao f : V x V — K tal que

(1) flau+v,w) = af(u,w)+ f(v,w);
(2) f(u,av+w) = af(u,0) = f(u,w).

Definigao 2. Seja V um R-espago vetorial e f uma forma sesquilinear. Diremos que f é uma
forma bilinear.

Teorema 3. Seja V' um espaco de dimensao finita com produto interno e seja f uma forma
em V. Entao existe um unico operador linear 7" em V tal que

fw,w) = (T(v),w)
para quaisquer v,w € V. A aplicagdo f —— T é um isomorfismo do espago de formas em V

em L(V,V).

Demonstrac¢ao. Seja w € V um vetor. Entao a aplicagdo v — f(v,w) é um funcional linear.
Logo existe um tnico vetor w’ € V tal que f(v,w) = (v,w') para qualquer v € V. Assim
definimos uma fungao U : V — V através de U(w) = w’. Entao

fv,awy +we) = (v, U(aw; + wy))
= af(v,wr) + f(v,wa)
= a(v,U(w)) + (v, U(ws))
= (v,aU(wy) + U(wy))

para quaisquer v,wi,we € V e escalares em K. Entao U ¢ um operador linear em V' e seja
T = U* é um operador tal que f(v,w) = (T'(v), w). Segue que f(v,w) = (T'(v),w).

Além disso, vemos que se f(v,w) = (T"(v), w) para qualquer w € V entao T" = T. A associacao
entre os operadores bilineares e as formas bilineares em V' ¢ linear. O

Definigao 4. Se f é uma forma e B = {v,vs,...,v,} é uma base ordenada de V', a matriz A
de entradas A = f(vg,v;) é chamada de matriz de f na base ordenada B.

Definicao 5. Uma forma em V é dita Hermitiana se para quaisquer v,w € V temos que

f(v,w) = f(w7v)'

Teorema 6. Seja V' um espago vetorial complexo e f uma forma em V' tal que f(v,v) é real
para cada v € V. Entao f ¢ Hermitiana;.




Demonstrag¢ao. Sejam v, w € V. Queremos verificar f(v,w) = f(w,v). Veja que
flo4+w,v+w)= f(v,v)+ f(v,w) + flw,v) + f(w,w).

Como f(v+w,v+ w) = f(v,v), f(w,w) sdo nimeros reais, temos que f(v,w)+ f(w,v) é um

numero real. Fazendo o mesmo raciocinio para v + 7w no lugar de v +w. Com as informacoes

acima obtemos que f(v,w) = f(w,v). O

Corolario 7. Seja T' um operador linear em um espaco vetorial complexo V' de dimensao finita.
Entao T é auto-adjunto se, e somente se, (T'(v),v) é real para cada v € V.

Definicao 8. Uma forma f em um espaco vetorial real ou complexo V' é:

(1) nao-negativa se f(v,v) > 0 para cada v € V;

(2) positiva se f(v,v) > 0 para cada v # 0;

(3) nao-positiva se f(v,v) < 0 para cada v € V;

(4) negativa se f(v,v) < 0 para cada v # 0.

Definicao 9. Seja V' um espaco vetorial e f uma forma bilinear em V. Dizemos que:
(1) f ¢ alternada se f(v,v) =0 para cada v € V;

(2) f ¢é antissimétrica se f(u,v) = —f(v,u) para quaisquer u,v € V;

(3) f é simétrica se f(u,v) = f(v,u) para quaisquer u,v € V



Exercicios - 10 de fevereiro de 2020

Exercicio 1. Seja V = C? e sejam v = (x1,72),w = (y1,42) € V Identifique quais fungoes
definidas abaixo s@o formas (sesquilineares) em V.

(1) flv,w) =

(2) flv,w) = (z1 —7)* + 220

(3) flv,w) = (21 + ) — (z1 — 7).
(4) f(v,w) =21y — Tayr.

Exercicio 2. Seja f a forma em R? definida por

f((‘rhyl)v (5(]2, yQ)) = T1Y1 + T2Y2.
Encontre a matriz de f em cada uma das seguintes bases:

(1) {(1,0);(0,1)};
(2) {(17_1);(171>}3
(3) {(1,2);(3,4)}.

Exercicio 3. Seja f a forma em R? dada por

F((z1,22), (Y1, 92)) = T1y1 + 472y + 2719 + 27201
Encontre uma base ordenada de V' na qual f que é representada por uma matriz diagonal.

Exercicio 4. Dizemos que uma forma f em um espaco vetorial V' é nao-degenerada se
flo,w) =0, Vw eV <v=0.

Mostre que f é nao-degenerada se, e somente se, o operador T' (que é o operador tal que

f(v,w) = (T'(v), w para quaisquer v,w € V') é ndo-singular.

Exercicio 5. Seja A uma matriz complexa quadrada nao-singular. Mostre que H = A*A é
Hermitiana e positiva definida.



