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Definicao 1. Seja N : V. — V um operador linear. Dizemos que N é nilpotente se existe
algum inteiro positivo r para o qual N" = 0.

Teorema 2. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial V' de dimensao finita
n. Suponha que gy seja produto de fatores lineares. Existem operadores D, N : V — V sendo
D diagonalizavel e N nilpotente para os quais temos que T'= D+ N e DN = ND. Além disso,
D e N sao os unicos operadores em tais condi¢oes que sao polinomiais em 7.

Demonstragao. Vamos considerar gr(xz) = (z — M) (z — A)™ -+ (z — Ap)™ com \; # \; se
i # j e r; inteiros positivos, uma vez que gr é produto de fatores lineares.
Vamos definir W; = Ker (7" — X;1)7).
Definamos D = M E; + AFEy + -+ + A\ ), onde os E; sao as projecoes associadas a cada
W; = Im(E}).
Vejamos que D ¢é diagonalizavel.
De fato, se By é base ordenada de Wy, By é base ordenada de W5, etc., entao a uniao ordenada
das bases B é uma base ordenada de V uma vez que o Teorema da Decomposicao Primaéria
afirma que V. =W; @ Wy @ --- & W;. Logo, temos que para cada w; € W;:

D(w;) = MEi(w;) + AaEa(wj) + - + MeEip(w;) = A Ej(w;) = Ajw;.
Portanto temos que a matriz de D na base B é diagonal, sendo Ay, Ag, ..., A\x 0s elementos
presentes na diagonal, com possiveis repeticoes. Portanto D é diagonalizavel
Seja N =T — D. Logo

N=T-D = TI-D
T(Er+ Ey+ -+ Ep) — (MEL+ XEs + -+ M\ Ey)

(T = MDEy + (T — AoD)Ey + -+ + (T — M) Ej,
k

= Y (T - NDE;.
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Indutivamente vemos que

N'=(T = MNI)Ey + (T = NI)?Ey + -+ (T — \I)"E}.
Veja que, se w; € W, entdo E;(w;) =0sei # je E; (wj) = w;. Logo, para r > r; para cada
j€{L,2,...,k} temos que

N'(wy) = (T = NI)"Er(wy) + (T = NI Ba(wy) + -+ + (T = NI)" Ey (wy)
= (T = A1) Ej(w;)
(T = X;)" (w;) =0,

pois (T — A1) (w;) = 0 pois w; € W; = Ker ((T'— ;1)) e r > rj. Logo N"(w;) = 0 para
cada w; € Wj e je {1,2,...,k}. Segue que N"(v) =0 paracadav e V=W, Wy & ---W,.
Logo N é nilpotente.

Por fim, suponha que N’ e D’ sejam operadores polinomiais em 7', tais que D'N' = N'D’ e
T = D + N’, com D' diagonalizdvel e N’ nilpotente. Logo D + N = D’ + N’ e segue que
D — D’ = N'"— N. Pode-se mostrar que D — D’ é diagonalizavel pois DD’ = D'D. Além disso,
N'"— N = D — D' é nilpotente. Desta forma, temos que D — D’ é diagonalizavel e nilpotente.
Portanto D — D' =0 e segue que D = D" e N = N'. ]

Corolario 3. Se K é um corpo algebricamente fechado, todo operador K-linear no K-espaco
vetorial V' pode ser escrito como uma soma de um operador diagonalizavel com um operador
nilpotente.

Definicao 4. Se v € V | o subespago T-ciclico gerado por v é o subespago

Z(v;T) = {9(T)(v) € Vlg € K[z]}.
Se Z(v;T) =V diremos que v é um vetor ciclico de 7'

Exemplo 5. Seja T': V' — V um operador linear qualquer.
(1) Z(0;T) = {0}.
(2) dimZ(v;T) =1 se, e somente se, v é autovetor nao-nulo de 7.

Exemplo 6. O operador TT : K> — K2 cuja matriz na base canonica é

)

possui {v;} como vetor ciclico.



Observagao 7. O polinomio T-anulador p, de um vetor v € V' é o polinémio monico de menor
grau tal que p,(T")(v) = 0.

Teorema 8. Sejam 7' : V — V um operador linear e v € V nao-nulo.
(1) grau(p,) =dimZ(v; T).

(2) se grau(p,) = k entdo {v,T(v),T*(v),...,T**(v)} é base de Z(v;T).
(3) se U é operador linear em Z(v;T') induzido por U entéo é p,.

Demonstracao. As afirmagoes (1), (2) e (3) seguem diretamente do fato de que para cada
k

p(z) = Z a;x’'

=0

k
p(T)(v) =0« (Z aiTi> (v) =0« Z a;T"(v) = 0.

1=0

]

Definicao 9. Seja W C V um subespaco. Dizemos que o subespaco W’ C V é complementar
aWseV=WaoW.

Definicao 10. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial V e seja W C V
subespaco. Dizemos que W é T-admissivel se:

(1) W é T-invariante;
(2) se f(T)(u) € W, entao existe w € W tal que f(T)(u) = f(T)(w).

Teorema 11 (Teorema da Decomposigao Ciclica). Seja T um operador linear em um espago
vetorial de dimensao finita V' e seja W, um subespago préprio T-admissivel. Entao existem
vetores nao-nulos vy, v, ..., v € V tais que seus polinomios T-anuladores sao py, po, ..., Dk €:

(1) V=Wod Z(vi;T)® Z(v; T) & -+ - & Z(vg; T);

(2) p, divide pj_y para j € {2,3,...,k}. Além disso, k e p1,pa,...,pr sdo unicamente deter-
minados.

Suponha que N é operador linear nilpotente.
Veja que Wy = {0} é subespago T-admissivel.

Entao existem k inteiro positivo, vy, ve, ..., v € V com polinomios N-anuladores pi, pa, ..., Pk.
Como N é nilpotente, temos que gy (x) = x* para algum s € N, com s < dim(V') = n.
Entao cada p; é da forma p;(x) = 2%, com s1 > 59 > - -+ = .

Temos que s; =se s > 1.
Logo as matrizes que representam as restri¢oes de N aos subespagos Z(v;; N) s@o da forma

[0 0 0 0 0]
100 0 0
010 0 0
00 1 0 0
000 1 0

L - 855 Xs;5

onde sy +Sp+ -+ 5, =N 5 = 5j41.



Agora seja T um operador em V' cujo polindomio caracteristico seja
pr(z) = (z — M) (2 = Ag)® -+ (2 — M)
com Ap, Ag, -+, A distintos e d; > 1. Entéo gr(z) = (x — A\)™(x — X)™ - (x — A\p)™. O
Teorema da Decomposicao Primaria mostra que se W, = Ker ((I'— A\;1)"7) entdo V = Wy &
W2 DD Wk-
Colocando N; =T — A;I, temos que N; ¢é nilpotente de grau r;. Logo temos que a matriz de
restricao de T’ a cada Z(v;;T) é

A 00 0 0
1 A 0 0 0
0 1 A 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 - 1 X

L - 5 X8;

Cada matriz dessa forma é chamada de matriz elementar de Jordan associada ao auto-
valor \;.

9
9
Logo a matriz de T |Wj é representada da forma
I
Logo [T]5 ¢é da forma
[T‘WJ By
[T’WQ}BQ

[T|Wk}3

k



Exercicios - 05 de fevereiro de 2020

Exercicio 1. Mostre que o tnico operador diagonalizavel e nilpotente em um espago vetorial
de dimensao finita é o operador nulo.

Exercicio 2. Se T : V — V é um operador cujo polinomio minimal é produto de fatores
lineares distintos entdao T possui vetor ciclico se, e somente se, dim(V') = 1.

Exercicio 3. Seja T : V. — V um operador linear. Mostre que o subespago {0} é um
subespaco T-admissivel.

Exercicio 4. Sejam N; e Ny matrizes de ordem 3 nilpotentes. Prove que N; e Ny sdao seme-
lhantes se, e somente se, tém o mesmo polindbmio minimal.

Exercicio 5. Sejam A e B matrizes com o mesmo polinémio caracteristico
pa(@) = pp(z) = (@ — M) (2 — M) -+ (3 — Ap) ™
e mesmo polinomio minimal. Suponha que d; < 3 para todo j. Mostre que A e B sao similares.

Exercicio 6. Seja A uma matriz complexa com polinomio caracteristico
pa(z) = (z —2)3(x + 7)?
e polinomio minimal g4(z) = (z — 2)*(x + 7). Qual é a forma de Jordan de A?

Exercicio 7. Classifique todas as matrizes semelhantes quadradas de ordem 3 tais que A% = I.

Exercicio 8. Quantas matrizes complexas de ordem 6 escritas na forma de Jordan possuem
caracteristico (x 4 2)*(z — 1)?

Exercicio 9. Seja T : C* — C* a transformacao linear cuja matriz na base canonica é dada
por

8§ =1 0 0
4 12 0 O
0 0 9 2
0 0 2 6

Quais sao as possiveis formas de Jordan de 77

Exercicio 10. Determine todas as possiveis formas de Jordan de uma matriz em M, (C) com
n > 3 e posto 2.



