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Observacao 1. A partir de agora todos os espacos vetoriais considerados serao K-espacos
vetoriais, onde K =R ou K = C.

Teorema 2. Seja T : V — V um operador linear no espaco vetorial V. =W Wy ®--- P W)
Seja E; a projecao associada a W;. Entao cada E; ¢é invariante por T' se, e somente se,
TE; = E;T para cada j € {1,2,...,k}.

Demonstragao. Suponha que T comuta com cada E;. Sejaw; € W;. Entao T'(w;) = T(E;(w;)) =
E;(T(w;)). Logo cada T'(w;) estd em Im(E;) = W;.

Por outro lado, suponhamos que cada W; seja invariante por 7T'. Seja v € V um vetor. Entao
T(v) = TEy(v) + TEy(v) + --- + TEg(v). Como E;(v) € W; e W; é invariante por T, te-
mos que T'(E;(v)) = E;(w;) para algum vetor w;. Entdo E;TE;(v) = E;E;(w;) temos que
ET(v) = E;TE,(v) + E;TEy(v) + --- E;TEL(v) = E;j(w;) = TE;(v). O

Observacgao 3. Seja 7' : V. — V um operador linear no espago vetorial V' de dimensao
arbitraria. Se p,q € K[z] sdo polinémios na variavel z com coeficientes em K, definimos os
operadores (p + ¢)(T) e (p- q)(T) da seguinte forma

p+a)(T)=p(T)+q(T):V—Ve@p q)(T)=pT) qT):V—V

Definigao 4. Seja T : V — V um operador linear no espago vetorial V. Dizemos que p € K[z]
anula 7 se p(T) = 0.

Observagao 5. Seja T : V. — V um operador linear no espago vetorial V. O conjunto
{p € K[z] | p(T)) = 0} é um ideal de K[z]|. Logo {p € K[z] | p(T") = 0} é gerado por um tnico
polinomio monico.

Exemplo 6. Seja V um espaco vetorial e T': V' — V um operador linear. E possivel que
o conjunto {p € K[z] | p(T') = 0} seja trivial. De fato, tomando o espago das sequéncias de
nimeros reais V = {(z,) | ©, € R} e T : V — V o0 operador

T(x1, 2, Xy ..) = (0,21, 29, ..., Tpy1,---)
0 Unico polinémio que anula 7" é o polinémio nulo.

Observagao 7. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial V' de dimensao
finita n. Considere o subconjunto {I,T,T?,--- , T} de M, (K). Como a dimensio de M, (K)
é n?, existem escalares ag, a1, --- ,a,2 € K tais que agl + a1T + axT? + - - + anzT"2 = 0, com
algum a; # 0.

Definicao 8. Seja T': V' — V um operador linear em um espago vetorial V. O polinémio
minimal de 7" é o polindémio monico gr(x) que gera o ideal {p € K[z] | p(T") = 0}.



Lema 9. Seja T': V — V um operador linear no espago vetorial V. O polinémio f(z) € K[z]
¢ o polinomio minimal de 7" se, e somente se, temos que f(z) é um polinémio moénico que anula
T e, dentre os polinomios que anulam 7', possui o menor grau possivel.

Demonstragao. De fato, se f(x) é o polinomio minimal de 7" entao, por defini¢do, f é monico e
anula 7. Além disso, seja g € K[x] um polinomio que anule 7. Como f(7") é o polinomio gerador
do ideal {p € K[z] | p(T') = 0}, existe algum polinomio h € K[z| para o qual g(x) = f(z)h(x),
donde segue que grau(g) > grau(f).

Por outro lado, suponhamos que f € K[z] seja um polinémio moénico que anule 7" e que tenha
o menor grau possivel. Entao f € {p € Klz] | p(T) = 0} e logo existe h € K]z] tal que
f(z) = qr(z)h(x). Logo grau(qr) < grau(f) e como o grau de f é o menor possivel segue que
qr = f. O

Lema 10. Sejam T,U : V — V operadores lineares semelhantes no espaco vetorial V. Entao
os polindmios minimais de T" e U coincidem.

Demonstracao. Basta observar que, se T = M ~1UM entao T7 = M~1UM. O

Teorema 11. Seja T' : V. — V um operador linear no espaco vetorial V. Os polinomios
caracteristico e minimal de 7" possuem as mesmas raizes, a menos de multiplicidade.

Demonstracao. Sejam A1, Ag, ..., \x os autovalores de T', i.e., as raizes de pr. Suponhamos que
gr(a) = 0. Entéo temos que ¢r(z) = (r—a«) f(x) para algum f(z) € K[z]. Logo f(T") # 0. Seja
v € V um vetor tal que w = f(T')(v) # 0. Logo 0 = ¢r(T)(v) = (T—al) f(T)(v) = (T —al)(w).
Portanto o é um autovalor de 7.

Por outro lado, seja A; um autovalor de 7. Logo existe v € V' nao nulo tal que T'(v) = Ajv.

Como 0 = ¢r(T')(v) = qr(A;)v temos que gr(A;) = 0. O
Observacgao 12. Se 7' : V. — V é um operador diagonalizavel no espaco vetorial V' com
autovalores Ay, A9, ..., \g, entao existem inteiros mq, ma, ..., my tais que

gr(z) = (x — A)™(x — Ag)"2 -+ (. — A\g)™*.
Entretanto, podemos ver que m; = mg = --- = my = 1.

Exemplo 13. O polinomio minimal do operador dado por ( (1) _01 ) é qr(z) =22 + 1.

Teorema 14 (Cayley-Hamilton). Seja T': V' — V um operador linear em um espago vetorial
V' de dimensao finita. Entao o polinomio minimal de 7" divide o polinomio caracteristico de T,
ou seja, pr(7T") = 0.

Demonstragao. Seja v € V um elemento nao nulo qualquer. Mostraremos que pr(7)(v) = 0.
Seja m o maior o maior natural tal que o conjunto B = {v,T(v),T%*(v),...,T™ *(v)} seja
linearmente independente. Entao existem escalares ag, ay, ..., a,,_1 tais que

T™(v) = agv + a T (V) + -+ + A T™ ()
Entao o subespaco W = span(B) é invariante por 7. Desta forma, temos que

pry, (2) = det (zI — Ty,) = —ag — a1z — a2” — -+ - — Q1™
Logo pry,, (T)(v) = T™(v)—aqv—a1 T(v)—asT?(v) =+ - =1 T™ ' (v) = 0. Sejam uy, ug, . . ., us €
V tais que {v,T(v),T*(v),...,T™ ' (v),us,ug,...,us} seja uma base de V. Logo pr(z) =
q(z) - ppy,, (z). Desta forma pr(T)(v) = q(T)pr),, (T)(v) = 0. Portanto pr(7) = 0. O

Lema 15. Seja T : V. — V um operador linear em um espago vetorial V' cujo polindmio
minimal seja qr(z) = (x — A1) (x — Ag)™ -+ (x — \g)"™. Seja W C V um subespago préprio
de V invariante por T'. Entao existe um vetor v € V tal que

(1) vgW;



(2) existe j € {1,2,...,k} tal que (T'— \;I)(v) € W.

Demonstrag¢ao. Por (1) e (2), temos que o polinomio T-condutor de v em W tem grau 1.
Seja u € V um vetor qualquer que nao esteja em W. Seja g € K[z] o polinémio T-condutor
de w em W. Logo g divide gp. Como u ¢ W, o polindmio g é nao constante. Desta forma,
existem inteiros nao-negativos ci, ca, ..., ¢ tais que g(z) = (x — A\)(z — Ag)2 - -+ (x — A\p)%*,
sendo algum ¢; # 0. Temos entao que g(z) = (z — A;)h(z). Logo v = h(T)(u) ¢ W e

(T = \)(v) = (T = DA(T)(u) = 9(T)(u) € W. ]

Definicao 16. Seja T': V' — V um operador linear em um espaco vetorial V. Dizemos que o
operador T': V. — V é triangularizavel se existe uma base ordenada B para a qual a matriz
[T seja triangular (superior).

Teorema 17. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e seja 1" : V. — V. Entao T é
triangularizavel se, e somente se, gr é produto de fatores lineares.

Demonstragao. Se T é triangularizdvel, entdo existe uma base B na qual a matriz A = (a;;) =
[T é triangular superior. Logo pr(z) = (x — a11)(x — ag) - ( — ayy). Pelo Teorema de
Cayley-Hamilton segue que gr(z) é produto de fatores lineares.
Por outro lado, suponhamos que gr(z) seja produto de fatores lineares da forma

4r(z2) = (& — a0) (5 — ) -+ (2 — o)™ .
Aplicando o lema anterior ao subespago Wy = {0} encontramos v; € V' tal que v; ¢ Wy = {0}
e (T'— Aj,)(v1) = 0 para algum autovalor \;,. Logo T'(v;) = Aj,(v1). Considerando agora
Wi = span(vy), existe vy & Wi tal que (T'— X\j,1)vs € Wy, ou seja, T(vg) = ajpvr + Aj,0s.
Procedendo desta forma, encontramos uma base B = {1,2,...,n} na qual a matriz de T é
triangular. O

Corolario 18. Se V' é um espaco vetorial sobre um corpo algebricamente fechado entao todo
operador linear em V ¢ triangularizavel.

Demonstracao. Segue diretamente do fato de que todo polinomio com coeficientes em um corpo
algebricamente fechado é produto de fatores lineares. O]

Teorema 19. Seja T': V — V um operador linear em um espago vetorial de dimensao finita
V. Entao T é diagonalizavel se, e somente se, o polinomio ¢r é da forma

qr(z) = (z = A)(x = Ag) -+ (= Ag)
onde A, Ao, ..., \; sao os autovalores distintos de T'.

Demonstragao. E facil ver que se T' é diagonalizavel, entao o polinomio minimal de 7" é produto

de fatores lineares.
k

Suponhamos entao que gr(x) seja produto de fatores lineares. Seja W = ZAutT()\j). Se
=1

W =V entao a existéncia de uma base de autovetores de V' ¢é imediata. Stfponhamos entao
que W C V seja um subespago préprio. Neste caso, aplicando o lema anterior ao subespaco W
existe um vetor v € V tal que v ¢ W e w = (T — A\ I)(v) € W para algum s € {1,2,...,k}.
Pela definicao de W, existem w; € Autr();) tais que w = wy + wg + - - - + wy. Para qualquer
polinémio h € K[z] temos que

Mas gr(z) = (x — As)q(z) para algum polinomio ¢(x). Também temos que gr(z) — q(As) =
(x — As)h(z) para algum h € K[z]. Logo

q(T)(v) = q(As)(v) = M(T)T = Ad)(v) = h(T)(w) € W.

Como 0 = qr(T)(v) = (T — Xs)Iq(T)(v), o vetor ¢(T)(v) € W. Logo q(A;)v € W e entao
q(As) = 0 pois v & W. Isso contradiz o fato de que ¢r tem raizes distintas. ]
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Exercicios - 31 de janeiro de 2020

Nos exercicios a seguir, a menos de mencao em contrario, 7': V- — V' denotard um operador
linear em um espago vetorial V' de dimensao finita n.

Exercicio 1. Calcule os polinémios minimal e caracteristico dos operadores lineares nulo e

identidade de V.
Exercicio 2. Seja W um subespago invariante por T de V. Prove que gqr|,, divide gr.

Exercicio 3. Suponha que o polinomio caracteristico de T" seja um produto de fatores lineares
distintos. Calcule o polinomio minimal de 7" e mostre que 71" é diagonalizavel.

Exercicio 4. Suponha que n = 3 e que o polinomio caracteristico de T" seja da forma
_ 2
pr(z) = (. — M)*(x — A).
Quais sao os possiveis polinomios minimais de 77 Para cada um desses polindomios minimais
encontre um operador 7' que possua tal polinomio caracteristico.

Exercicio 5. Suponha que n = 4 e que o polindmio minimal de 7" seja da forma
qr(x) = (x — X\)%(x — A\p).
Quais sao os possiveis polinomios caracteristicos de T'7

Exercicio 6. Suponha que n = 4 e que o polinémio minimal de 7" seja da forma

qr(z) = (= A)(z — Ag).
Quais sao os possiveis polinomios caracteristicos de T se K = R? Quais sao os possiveis
polinomios caracteristicos de T se K = C?

Exercicio 7. Suponha que exista um inteiro r para o qual T". Mostre que T™ = 0. Quais sao
08 possiveis polinomios minimais de T'7

Exercicio 8. Seja V = P, (K) o espago de todos os polinomios na varidvel x com escalares em
Keseja D:V — V o operador derivacao. Calcule os polindbmios minimais e caracteristicos
de T.

Exercicio 9. Suponha que T seja uma projecao de V' em um subespacgo W de dimensao k < n.
Quais sao os polinémios caracteristico e minimal de T'7

Exercicio 10. Suponha que V seja um R-espaco vetroial de dimensao n impar. Mostre que
pr(x) possui ao menos um autovalor.

k
Exercicio 11. Seja W = Z Autr () o subespaco T-invariante de T' gerado pelos autovetores
7j=1
associados aos autovalores distintos Ai, \g, - -+, Ax. Mostre que se o polinomio gy é produto de

fatores lineares entao V = W.

Exercicio 12. Suponha no exercicio anterior que W C V é subespaco préprio. Seja U C V
um subespago T-invariante de V' para o qual V- =W @& V. Mostre que dim(U) > 1 e nesse caso
calcule os possiveis polinomios minimais de 7T'.

Exercicio 13. Suponha que n = 3. Mostre que se T' nao é triangularizavel sobre K = R entao
T ¢é diagonalizavel sobre C.

Exercicio 14. Suponha que K = C. Mostre que se p é um autovalor de f(7') entdo existe
algum autovalor A\ de T para o qual = f(\).



Exercicio 15. Suponha que dim(V') = 2 e que a matriz de T' na base candnica seja

2 1
02/
Mostre que o subespago W; gerado pelo vetor (1,0) é invariante por 7. Mostre que nao existe

subespaco W5 invariante por T tal que V = W; @& Ws. Calcule os polinomios caracteristico e
minimal de 7.

Exercicio 16. Suponha que n = 3 e que T nao seja diagonalizavel. Quais sao os possiveis
polinomios caracteristico e minimal de 7.

Exercicio 17. Determine um operador T cujo polindmio minimal seja ¢7(x) = 23 —5x2+8x—4.

Exercicio 18. Suponha que 7' seja um operador linear que comuta com qualquer projecao.
Mostre que existe A € K para o qual ¢r(z) =z — .

Exercicio 19. Suponha que a matriz que representa o operador 7' em uma base B seja tri-
angular superior com todas as entradas da diagonal ou acima dela distintas. Mostre que T é
diagonalizavel.

Exercicio 20. Para quais valores de a € K a matriz ( a ) ¢é diagonalizavel?

0

. . 1 L -
Para quais valores de a € K a matriz < ) ¢ diagonalizavel?

a
01



