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Definicao 1. Seja V um K-espago vetorial e T': V' —= V' um operador. Dizemos que A € K é
um autovalor de 7" se existe um vetor v € V' nao nulo tal que 7'(v) = Av. Neste caso:

(1) dizemos que cada v € V tal que T'(v) = Av é um autovetor associado a A;
(2) definimos Auty(\) ={v eV | T(v) = \v}

Exemplo 2. Seja V = R? o espaco vetorial real com operacoes usuais. Seja L : V — V a
reflexao em V' com relagao a reta dada por x = y. Entao temos dois autovalores A =1e A = —1
com autovetores associados (1,1) e (1, —1), respectivamente.

Exemplo 3. Seja V = R? o espaco vetorial real com operacoes usuais. Seja Ry : V — V o
operador linear determinado pela rotagao em torno da origem por um angulo 0 < # < 7. Entao
Ry é um operador linear que nao possui autovalores.

Exemplo 4. Seja T : R3 — R? o operador linear

4 2 0
T'=1 -11 0
0 1 2

Entao os autovalores de T' sdo A = 2 e A = 3 respectivamente com autovetores (0,0,1) e
(—2,1,1).

Teorema 5. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e T um operador linear em V. As
seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) X é um autovalor de T
(2) o operador T'— AI néo é invertivel;
(3) det(T'—AI) =0.

Demonstracao. (1) < (2) Se A é um autovalor de 7', entdo existe v € V nao nulo tal que
T(v) = M. Logo (T'— M)v = T'(v) — Av = 0. Logo Ker(T') é nao trivial e segue que
T — A\l nao é invertivel.
Por outro lado, se " — Al nao é invertivel, temos que Ker(T' — AI) # 0, ou seja, existe
v € V nao nulo tal que (T'— X )v = 0, isto é, T'(v) = Av. Segue que A é um autovalor de
T.

(2) < (3) Segue diretamente do fato de que uma matriz A é invertivel se, e somente se, det(A)
¢ nao nulo.
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Observacao 6. Se T' é um operador linear no K-espago vetorial de dimensao finita V', a
expressao p(x) = det(xl — T') determina um polindémio em K[z]

Definicao 7. Para um operador linear 7" em V', definimos o polinédmio caracteristico de T
como sendo o polindmio dado por pr(x) = det(xl —T).

Lema 8. Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem. Se A e B sao semelhantes
entao possuem os mesmos polinomios caracteristicos.

Demonstracao. De fato, se A e B sao semelhantes, existe uma matriz invertivel U de ordem n
tal que B =U"1AU. Segue que det(zI — B) = det(x] — A), i.e., os polindémios caracteristicos
de A e B coincidem. m

Corolario 9. Seja T' : V — V um operador linear no K-espaco vetorial de dimensao finita
V. O polinomio caracteristico de T" independe da base escolhida para a qual representamos 7'.

Demonstragio. De fato, se B e C sdo duas bases para o espago V', temos que [T = [I|5[T]c[I]%.

Definicao 10. Seja 7' um operador linear no espago vetorial de dimensao finita V. Dizemos que
o operador T' é diagonalizavel se existe uma base B = {vy, vs, ..., v, } formada por autovetores
de T

Observacao 11. Seja T : V — V um operador diagonalizavel, com autovalores Ay, Ao, ..., A\x
eB={v11,012, V1021022, -, V2nys- -, Vk1,Uk2, - -, Ukn, t UMa base de autovetores de
T. Entao temos que a matriz [T]g é uma matriz diagonal, onde os elementos da diagonal sao
os seus autovalores.

Exemplo 12. Seja T : V — V o operador linear no K-espago vetorial V' dado por

0 -1
O polinoémio caracteristico de T' é pr(z) = z*> + 1. Se K = R entao o operador nao possui
nenhum autovalor, uma vez que py(x) nao possuem raizes reais e, por consequéncia, nao possui

autovetores. Se K = C, o polinomio caracteristico é dado por pr(z) = (x —i)(x + i) e logo T
possui dois autovalores A =7 e A = —1.

Observacao 13. Seja T um operador linear no K-espaco vetorial V' e v um autovetor associado
ao autovalor A. Se f € K[z] é um polinémio qualquer, temos que f(T')(v) = f(A)(v).

Observacao 14. Para qualquer autovalor A temos que Autr(\) = Ker(T' — \I).

Definigao 15. Seja 7' um autovalor de um operador 7' em um espago V' de dimensao finita. A
multiplicidade algébrica de )\ é o maior valor j = ma(\) para o qual o polinémio (x — \)/
divide pr(z). A multiplicidade geométrica de A é definido por mg(\) = dimAutz()\).

Lema 16. Seja T' um operador linear em um espago vetorial V. Para cada autovalor A de T’

temos que ma(A) = mg(\).

Demonstragao. Basta escolher uma base de Autr()), completé-la a uma base de V' e olhar a
matriz da transformacao T escrita nessa base. O]

Lema 17. Seja T um operador linear no espago vetorial V' de dimensao finita com autovalores
distintos A1, Ag, ..., A\g. Seja W = Autp(Aq) + Autp(Ag) + - - - + Auty(Ag) um subespago vetorial.
Logo dim(W) = dim (Autp(A1)) + dim (Autz(Az)) + - - - 4+ dim (Autp()y)) . Em particular, se B;
é uma base ordenada para Autr()\;) para cada j € {1,2,...,k}.
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar que podemos escrever W = @AutT(/\j). Por definicao te-
j=1
mos que W = Autr(A) + Autp(X2) + -+ - + Autp(Ag). Resta mostrar entdao que Autr(A,,) N

k

Z Autr();) para qualquer m € {1,2,...,k}. Mas isto é verdade de acordo com o exercicio
i=1j#m
da lista. O

Teorema 18. Seja 7" um operador linear em um espacgo vetorial V' de dimensao finita com
autovalores distintos A1, Ao, ..., A\x. Sao equivalentes:

(1) T é diagonalizavel,
(2) o polindmio caracteristico de T é pp(x) = (z — A)™8X) ( — Ny)meQ2) .. (1 — ) )meCw),

(3) dimV = dimAuty (A1) + dimAuty(As) + - - - + dimAutr (A );
k
(4) V=Y Autr();).
j=1

Demonstracao. (1) = (2) De fato, se T' é diagonalizdvel, existe uma base B de autovetores
para V. Desta forma, podemos separar tal base de acordo com os autovetores associados
e, assim, encontrar uma base para cada Auty();). Desta forma temos que uma base para

cada autoespago formada por alguns dos vetores de B. Como ma(A) > mg(\) segue que
pT<:L‘> e (x — Al)mg(kl)(x _ )\Q)mg(A2) e (x _ )\k)mg(kk)_

k k
(2) = (3) Como dimV =n = deg(pr) = Z mg(A;) = ZdimAutT()\j).

J=1

k
(3) = (4) Seja W = ZAutT(/\j). Obviamente temos que dimiW < dimV. Por outro lado,
j=1
como qualquer conjunto de autovetores associados a autovalores distintos é linearmente
independente temos que W = @?ZlAutT(/\j) e logo dim(W) = dimV.

(4) = (1) Exercicio.
[

Observagao 19. Se T' é uma matriz diagonalizavel com matriz A. A matriz P cujas colunas
sao os autovetores de T é tal que P~*AP é uma matriz diagonal.



Exercicios - 28 de janeiro de 2020

Exercicio 1. Seja A um autovalor do operador 7' : V. — V. Mostre que Auty(A) é um
subespago vetorial de V.

Exercicio 2. Seja v € V um vetor nao nulo qualquer. Mostre que o conjunto de todos
o operadores lineares em V tais que v é um autovetor de T' (para algum autovalor) é um
subespago vetorial de L(V, V).

Exercicio 3. Sejam T um operador linear e A, Ay, ..., A\ autovalores distintos de T'. Se v; € V
é um autovetor associado ao autovalor \; para cada j € {1,2,...,k}, mostre que o conjunto
{v1,v9,..., v} é linearmente independente.

Exercicio 4. Calcule os autovalores e autovetores das seguintes matrizes:

@a=( 7 5)

ms=(1 )

11 2
c)C=1121
211

Exercicio 5. Mostre que um operador 7" é diagonalizavel se, e somente se, as multiplicidades
algébrica e geométrica coincidem para todo autovalor A e existem autovalores para T'.

Exercicio 6. Seja T : V — V um operador linear no espago vetorial V' de dimensao finita n.
Mostre que se T possui n autovalores distintos entao 7' é diagonalizavel.

Exercicio 7. Sejam A uma matriz simétrica de ordem 2. Mostre que A é diagonalizavel.

k

Exercicio 8. SejaT : V — V com autovalores Ai, \o, ..., \x. Suponha que V' = U Autp();).
j=1
Mostre que existe um escalar A tal que T'(v) = AV para todo v € v.

Exercicio 9. SejaT : V. — V um operador linear tal que 7% = 0. Mostre que Im(T") = Ker(T)
e calcule todos os possiveis autovalores de 7. O operador T é diagonalizavel?

Exercicio 10. Seja A a matriz

Calcule A2029,

Exercicio 11. Seja A uma matriz diagonal de ordem n com polindémio caracteristico pr(z) =
(x —A)" (2 — Ag)®2 - -+ (x— A\g)®, onde Aq, Ag, ..., A, s@o distintos. Mostre que o subespago de
M, (K) formado pelas matrizes que comutam com A possui dimensao af + a3 + - - + a2.

Exercicio 12. Seja A = (a;;) uma matriz triangular superior. Mostre que os autovalores de A
sao os escalares aj; para cada j € {1,2,...,k} .



Exercicio 13. Seja T': V — V um operador linear em V de dimensao finita. Mostre que
se T°® = Iy entdo os autovalores de T' sdo rafzes terceiras da unidade. Conclua que se V' é um
espaco vetorial real, entao o tinico autovalor de T é \ = 1.

Exercicio 14. Seja T': V — V um operador linear em um K-espago vetorial V' de dimensao
finita n. Suponha que T admite n autovalores distintos. Se f(z) € K[z] é um polindémio, calcule
todos os autovalores da matriz f(7).

Exercicio 15. Seja T : V. — V um operador linear em um K-espaco vetorial de dimensao
finita e seja A um autovalor de 7. Se f(z) € K[z] é um polinomio, mostre que Autr(\) C
Autyry(f(N)). E possivel que Autp(X) € Autpry(f(N))?

Exercicio 16. Seja T um operador linear no espaco vetorial V' de dimensao finita e A1, \o, ..., Ax.
k
Mostre que se V' = Z Autp();) entdo T é um operador diagonalizével.
j=1

Exercicio 17. Seja T': R? — R? o operador linear dado pela projecao no eixo z. Encontre o
polinomio caracteristico de T" e calcule seus autovalores.

Exercicio 18. Mostre que se A é uma matriz quadrada, entdo os autovalores de A e A’
coincidem. Mostre com um exemplo que os autovetores de A e A! nao necessariamente sao os
mesmos.



