Notas de Aula: Curso de Verao UFPR 2020 - Algebra

Linear

1 Aula 1 - Paleari

Definicao 1.1 Um grupo é um par (G,x*) consistindo de um conjunto G com uma fungio x : G X G — G que
possui as sequintes propriedades

o Associatividade: *(x(a,b),c) = x(a, *(b,c)) para todos a,b,c € G.
e Elemento neutro: Existe um elemento e € G tal que *(e,a) = *(a,€e) = a para todo a € G.

o Elemento inverso: Para todo a € G existe um elemento b € G tal que *(a,b) = x(b,a) = e.

Se além das 3 propriedades acima, o par (G,*) também satisfaz:
o Comutatividade: Para todos a,b € G vale *(a,b) = x(b,a),
dizemos que (G, *) é abeliano.

A notagdo *(a,b) ndo é realmente usada, é comum usarmos a notacdo a * b := *(a,b). Reescreva as condigoes
de grupo acima usando essa notagao. Informalmente, dizemos que o conjunto G é um grupo se ele possui uma
operagao bindria que € associativa, possui elemento neutro e todo elemento possui um inverso.

Exercicio 1.1 (Coeréncia) Prove se (G,*) é um par consistindo de um conjunto G com uma opera¢do bindria
x: G X G = G que € associativa, entdo se existe um elemento neutro para %, necessariamente ele € unico. Prove
em sequida que se (G,*) € conjunto com uma operagdo bindria associativa e que possui elemento neutro, entao
quando um elemento possui inverso, esse inverso € necessariamente unico. Escreva em simbolos essas afirmacoes.

O exercicio acima nos diz que ndo ha redundéancia na frase “o elemento neutro de G”ou na frase em “o elemento
inverso de a € G”. Isso permite dar uma notacao padrao para o neutro e para inversos de elementos de G como
alguns livros textos fazem, embora nao haja uma notagao padrao pois ela depende do contexto. Em varios textos
o inverso de um elemento a € G é denotado por a~!. Mas se por exemplo o grupo em questdo é o conjunto dos
nimeros reais com a operacao sendo a adigao (R, +), entdo o inverso de a € R é seu oposto aditivo, que é denotado
por —a. Por isso, nao vamos padronizar a notagao para inversos para nao causar confusao. Porém, é comum
usarmos a notagdo + para representar a operacao bindria (genérica) em G, mas isso ndo deve ser confundido com
a operagao de adigdo usual, mesmo porque ela pode nem ter sentido no conjunto G (vide os exemplos abaixo). Isso
nés faremos e o leitor deve se atentar para nao causar confusdo. Quando isso é feito, o elemento neutro de G é
denotado por 0 (que nao é necessariamente o niimero zero, pelo menos motivo ja discutido).

Exemplo 1.1 Alguns exemplos simples de grupos (verifique):

e O conjunto dos nimeros racionais,reais ou complexos com operagao de adi¢ao: (K,+), com K= Q,R ou C;

e O conjunto dos nimeros racionais,reais ou complexos nao nulos com operagdo de produto: (K\ {0},), com

K=Q,R ouC.

e O conjunto dos nimeros inteiros mddulo n com operacao de adi¢io: (Zy,+).

Definicao 1.2 Um corpo é uma terna (K, +,-) consistindo de um conjunto K e duas operagoes bindrias + :

KxK—->Ke-:KxK—=K tais que:



o (K,+) é um grupo abeliano;
e (K\ {0},-) € um grupo
e Para todos x,y,z€ Kvalex - (y+z2)=z-y+z- 2.
Exemplo 1.2 Alguns exemplos de conjuntos que sio e que ndo sdo corpos (verifique)
o (K,+,:) com K=Q,R ou C sdo corpos com as operagdes usuais de adi¢io e produto.
e (Z,+,-) nao € um corpo.

o (Zy,+,-) € um corpo com as operagies usuais de soma e produto de classes mddulo n se, e somente se, n €
primo.

Por causa dos corpos que serao usados na pratica nesse curso, as notagoes para as operagoes bindrias envolvidas
serdo as que imitam os exemplos bésicos acima: “+” e “-”. O elemento neutro do grupo (K\ {0},-) é geralmente
denotado por 1, o que também é coerente com os principais corpos que serao usados nesse curso.

Definigao 1.3 Seja (K,+,-) um corpo. Um K-espago vetorial é um terno (V,+,-) consistindo de um conjunto V
com fungoes +:V xV =V e-: KxV =V satisfazendo:

o (V,+) € um grupo abeliano.

e Para todos x,y €K eveV vale (x+y)-v=x-v+y-v.
e Para todosx € K eviweVvalex-(v+w)=x-v+z-w.
e Para todos z,y e K eveV vale (z-y)-v=2z-(y-v).

e Para todov €V wvalel-v=w.

Informalmente, um K-espaco vetorial consiste de um grupo V' com uma operagao de multiplicagdo por escalares
em K que é compativel com a operacao de grupo de V. Observe que o simbolo + estd sendo usado para dois
propositos diferentes. Ora ele é a operagdo bindria do grupo (K, +) ora ele é a operagdo bindria do grupo (V,+).
O leitor deve possui maturidade para distinguir os dois pelo contexto, percebendo que nao ha perigo algum de
confusao. Isso acontecera diversas vezes ao longo do texto com outras operagoes também.

Exemplo 1.3 Seja (K,+,:) um corpo e V.= {x} um conjunto unitdrio. Entio V é um K-espago vetorial com
as unicas operagoes possiveis: x +x = x e k-x = x para todo k € K. Todas as propriedades sao facilmente
verificadas e € claro que x deve ser o elemento neutro da opera¢do +. Assim, podemos escrever simplesmente
V ={0}. Chamamos este espago vetorial de espago vetorial trivial.

Exemplo 1.4 Seja (K, +,-) um corpo e n € N. Denotamos por K" := K x K x --- x K o conjunto das n-uplas de
—_———
n vezes

elementos em K. Definimos as operacoes + : K" x K" - K" e - : K x K" — K" por:

(@1, s Zn) + W1y ooy Un) = (T1 + Y1, ooy Tn + Yn)

k- (z1,.xn) = (k-21,.... k- xp)

para (1, ..., Tn), (Y1, -, yn) € K" e k € K. Verifica-se facilmente que (K", +,-) é um K-espago vetorial.



Exemplo 1.5 Sejam K um corpo e m,n € N. Uma matriz de ordem m x n com entradas em K é uma func¢ao
A:{L,2,..,m} x{1,2,...,n} = K. Para cada i € {1,2,....m} e j € {1,2,...,n} definimos A;; = A(i,j). A
notacao usual de matriz mostra o conjunto imagem de A organizado em uma tabela como abaizo:

All A12 e Aln
A21 A22 e A2n
Aml Am2 o Amn

O conjunto de todas as matrizes com ordem mxn (m linhas e n colunas) e entradas em K é denotado por M, x, (K)
ou as vezes por K"™*". Geralmente escrevemos A = (A;j). Para definir uma matriz, basta entdo definir cada uma
de suas entradas. Dadas A, B € M,,«xn(K) e k € K definimos as matrizes A+ B e k- A pelas suas entradas por

(A + B),’j = Aij + Bij

(k‘ . A)U = k . A'L'j

para cadai € {1,2,...m} e j € {1,2,...,n}. E claro que A+ B € My n(K) e k- A € Mpn(K). Verifica-se facil-
mente que (M, xn(K),+,-) € um K-espago vetorial. No caso particular m = n escrevemos M, (K) simplesmente
como M, (K) e dizemos que seus elementos sao matrizes quadradas de ordem n. Além dessas operagies, existe uma
operacdo de produto entre matrizes com ordens especificas. Se A € My xn(K) e B € M,xp(K), podemos definir
A - B € Myxp(K) por

(A . B)z] = Ail . Blj + Aig . ng + ...+ Azn . an = Z Aik . Bkj'
k=1

para cada i € {1,2,...m} e j € {1,2,...,p}. Verifica-se que sempre que fizer sentido, o produto de matrizes é
associativo e distributivo com relacao a soma de matrizes e associativo com o produto por escalares em K. Em
particular, para cada n € N, o produto de matrizes estd bem definido em M, (K), porém, se A, B € M,(K), entao
em geral A- B# B-A. Sen €N, escreveremos Id, € M,(K) a matriz (Id,);; =1 sei=j e (Idy)i;; =0 se i # j.
A matriz Id,, é chamada matriz identidade de ordem n. Dizemos que duas matrizes A, B € M, (K) sdo inversas
se A-B = B-A=Id,. Nesse caso dizemos que A (ou B) € invertivel e denotamos B =: A~ (note que a inversa,
se existir, € dnica). O conjunto das matrizes invertiveis de ordem n € denotado por GL(n,K).

Exemplo 1.6 Sejam K um corpo e X um conjunto nao vazio. Denotamos por F(X,K) o conjunto de todas as
fungoes de X em K. Dadas f,g € F(X,K) e k € K, definimos para cada x € X

(f +9)(@) == f(x) + g(x),

(k- f)(@) =k f(z).
Entao f+ g,k - f € F(X,K). Verifica-se facilmente que (F(X,K),+,) € um K-espago vetorial.



2 Aula 2 - Paleari

Daqui em diante K sempre denotard um corpo. Se V' é um K-espago vetorial, o elemento neutro do grupo (V,+)
sempre serd denotado por 0.

Definigao 2.1 Seja (V,+, ) um K-espago vetorial. Dizemos que um sub-conjunto S C 'V € um sub-espago vetorial
de V' se as sequintes condigoes sao cumpridas:

e 0eS;
e S ¢ fechado para adicao: Para todos v,w € S, vale v+ w € S;

e S ¢ fechado para produtos por escalares: Para todosv € S ek € S valek-v € S.

Informalmente, S C V é um sub-espago vetorial é nao-vazio e as operacgoes do espago vetorial ambiente se
restringem a S.

Proposicao 2.1 Se S CV € um sub-espago vetorial, entdo (S,+,-) € um K-espago vetorial, em que as operagies
usadas em S sao as herdadas do ambiente V.

Demonstragao: Basta perceber que as propriedades do ambiente V' valem em qualquer subconjunto de V', logo
basta que as operagoes se restrinjam a S. -

Definigao 2.2 Um sistema linear com m equacdes e n incdgnitas em K € uma equagdo da forma A - X = b,
em que A € Myun(K), X € M,x1(K) e b € My,x1(K) com A e b matrizes conhecidas e X uma matriz a ser
determinada. Se A = (Ajj),

T bl

X = 5 b= )
T, bm,

entdo a equagao A- X = b pode ser descrita como o conjunto de m equagées abaizo:

Anzr + -+ + Az, = b

Amll'l + - + A7nnxn = bm

Por hora identificaremos elementos de K™ com elementos de My, (K), pois basicamente sao n elementos de K
dispostos ou em uma linha ou em uma coluna dependendo da interpretacdo. Mais tarde uma maneira mais formal
de explicar essa identificacao (e outras futuras) serd apresentada.

Exemplo 2.1 (Solugées de Sistemas Lineares) Definimos o conjunto solugio do sistema linear A - X = b
como o congunto S = {X € K*; A- X =b}. No caso b =0, dizemos que o sistema linear A-X =0 é homogéneo.
Verifique que S € um sub-espaco vetorial de K™ se, e somente se, b= 0.

Exemplo 2.2 (Matrizes Especiais) Seja A € M, x,(K). Definimos A® € M, xm(K) como a matriz
(At)zj = Aji

para cadai € {1,2,....m} ej € {1,2,...,n}. Chamamos A* de matriz transposta de A. Se K =C e¢ A € M, x,(C),
definimos A* € Myym(C), chamada a matriz adjunta de A, como (A*);; := Aj;, em que a barra indica o complezo
conjugado do mimero Aj;. Dizemos que:

e Aec M,(C) é normal se A- A* = A* - A;




e Ae M,(C) é auto-adjunta se A* = A;
é

e Ae M,(C) é anti auto-adjunta se A* = —A.

o Ac M,(C) é unitdria se A é invertivel e A~1 = A*;

-

o A e M,(R) é anti-simétrica se A' = —A.

g

(©)

(©)

(©)

o Ae M,(R) é simétrica se A= A';
(R) ¢

o A€ M,(R) é ortogonal se A é invertivel e A=t = A,

Em cada item acima, tome o conjunto das matrizes em M, (K) que possuem a propriedade indicada naquele
item, verifique se esse conjunto é um sub-espaco vetorial de M, (K).

Exemplo 2.3 (Mais matrizes especiais) Dizemos que uma matriz A € My,«n(K) € triangular-superior se
Aij = 0 sempre que i > j. Em outras palavras, todos os elementos da matriz abaizo da diagonal principal
(elementos da forma Aji;) sdo todos nulos. Dizemos que A € estritamente triangular-superior se A;; = 0
sempre que 1 > j. Defini¢oes andlogas para matrizes triangulares-inferiores e estritamente triangulares-inferiores.
Dizemos que A € M,(K) ¢ diagonal se A;; = 0 sempre que i # j, isto €, A € triangular-superior e inferior ao
mesmo tempo. Verifique que T,, = {A € M,,(K); A € triangular-inferior} e D, = {A € M,(K); A é diagonal} sdo
sub-espagos vetoriais.

Exemplo 2.4 Seja K um corpo infinito. Denotamos por Klz] C F(K,K) o conjunto das fungoes polinomiais de
uma varidvel em K, isto é, p € K|x] se existem escalares ag,ay,...,an, € K, com n € N sendo o maior natural
para o qual a,, # 0, tais que p(z) = ag + a1 - = + ... + a,x"™ para todo x € K. Pode-se mostrar nesse caso que
a funcao p estd completamente determinada pelos coeficientes ag,ay, ..., an. O numero n estd entdo bem definido
e € chamado o grau do polindmio p. Verifique que K[x] € um sub-espago vetorial de F(K,K). Para cada n € K
definimos P, (K) C Klz] como o conjunto de todos os polinémios de grau menor do que ou igual a n. Verifique que
P (K) também é um sub-espago vetorial de K[z].

Definigao 2.3 Sejam X e A conjuntos ndo vazios. Uma familia de elementos de X indexada por A é uma
funcio A — V. A familia é dita finita se o conjunto A for finito.

Isto é, uma tal familia consiste de uma escolha de um elemento de X para cada A € A, pensando como se
o conjunto A fosse um conjunto de indices. Se para cada A € A o elemento escolhido é denotado por x) € X,
podemos escrever a familia usando a notacao (zx)rea. No caso A = N a familia é chamada uma sequéncia em V.

Definicao 2.4 Sejam V um K-espaco vetorial e S C V um sub-conjunto. Uma combinagao linear de elementos
de S ¢ qualquer elemento da forma
S ey

AEA

com (zx)aepr uma familia finita de elementos em S e ay € K para todo X € A.

Por exemplo, se A = {1,2}, uma familia de elementos em V indexada em A consiste simplesmente de um
conjunto de até dois elementos S = {v1,v2} de V. Uma combinagao linear de elementos de S é entdo um elemento
de V da forma ayv; 4+ agvy com aq,as € K. Generalize para A = {1,2,...,n}. E se A =N?

Se V' é um K-espago vetorial e S C V é um sub-espacgo vetorial, entao toda combinagao linear de elementos de .S
ainda resulta em um elemento de S por defini¢ao de sub-espago vetorial (use indugao na quantidade de elementos
na combinagao linear em conjunto com associatividade da adigao).

Definicao 2.5 Seja S C V um sub-conjunto qualquer. O espag¢o gerado por S é o conjunto de todas as possiveis
combinagdes lineares de elementos de S, e é denotado por span S.



Exemplo 2.5 Se S = {vy,....,v,} CV, isto €, S é uma familia indexada no conjunto I, = {1,2,...,n}, entao

n
span S = {Zak Uk, Ay eeny Gy € K} .
k=1

Exercicio 2.1 Verifique que para qualquer S C V', o conjunto span S € um subespaco vetorial de V.
Exercicio 2.2 Verifique se S CV ja é um sub-espago vetorial de V', entdo S = span S.

Definicao 2.6 Dizemos que um sub-conjunto S C V ¢ linearmente independente se a unica maneira de escrever
o vetor 0 como combinacgao linear de elementos de S é aquela em que todos os escalares sao nulos. Em simbolos,

toda vez que
Z A Ty — 0
AEA

com (xx)rea familia finita de elementos de S e ay € K para todo A € A, implicar ay = 0 para todo A € A. Se S
nao for linearmente independente, dizemos que S € linearmente dependente.

Exemplo 2.6 Sejam n € N e V. = K". Para cada j = 1,2,...,n definimos ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), em que o
elemento neutro 1 aparece exatamente na posi¢ao j e todas as outras entradas sao nulas. O conjunto S = {e1,...,en}
¢ linearmente independente (verifique).

Exemplo 2.7 Sejam m,n € N e V.= M;,xn(K). Para cada i = 1,2,....m e j = 1,2,....,n definimos E;; €
M xn(K) como a matriz tal que (Eij)p =1 sei=k ej=1 e (E;j)m =0 caso contrdrio. Isto é, E;; é a matriz
de ordem m x n que possui 1 na posicéo ij e 0 nas restantes. O conjunto S = {E;;,i=1,2,...,m,j=1,2,...,n} é
linearmente independente (verifique).

Exemplo 2.8 Sejam K um corpo infinito e V.= Klx]. Para cada n € Ny considere o polinémio p, dado por
pn(x) = ™. Entdo o conjunto S = {pytnen, € linearmente independente (verifique).

Exercicio 2.3 Sejam V um K-espaco vetorial e S1,S2 C V sub-espacos vetoriais de V. Verifique que o sub-
conjunto S1 N Se ainda é wm sub-espago vetorial de V. Mostre entretanto que, em geral, S1 U Sy nao é um
sub-espago vetorial de V.

Definigao 2.7 Se S1 e Sy sdo sub-espacos vetoriais de V', definimos o sub-espago soma de S1 com Sy como
S1 + S := span (S1 U S2).
Proposicao 2.2 Para cada par de sub-espacos vetoriais S1 e Sy de V' wale
S1+ S ={u+uv;ues eveS}.

Demonstragao: Dado w € S; + Sz = span (S1 U S3) segue da definicdo que w = )7y, axzx com (2x)xea uma
familia finita de elementos em S7 U S5 e a) € K para todo A € A. Dividimos o conjunto de indices como uma uniao
disjunta A = A1 UA5 tal que z) € S; sempre que A € A; (mesmo que S e Sy tenham intersegao, isso é possivel), para
1 = 1,2. Podemos escrever entdo w = Z/\eAl a Ty + Z/\EAz axxy. Defina @ := Z/\em arTy e v i= Z/\eAz AAT .
Como S; é um sub-espago vetorial de V', temos que @ € S;. Analogamente, como Sy é um sub-espago vetorial de V|
temos que ¥ € Sy. Logow =4+ € {u+v;u € S; e v € Sy}. Reciprocamente, dado w € {u+v;u € S; e v € Sa},
segue que existem @ € Sy e ¥ € Sy tais que w = @+ 0. Como {4,0} C S;USy e w =1-a+1-0 segue que
w é uma combinacao linear de elementos em S;USs, logo w € S1+.55. Concluimos entao a igualdade do enunciado. =

Definigao 2.8 Quando V = S; + Sy e S1 N Sy = {0}, dizemos que V é a soma direta de Sy e Sy. Nesse caso
escrevemos V. =51 ® Ss.



3 Aula 3 - Paleari

Definigao 3.1 Seja V um K-espago vetorial. Dizemos que um sub-conjunto S C V ¢é gerador de 'V se span S =

V.

Revisite os exemplos 2.6, 2.7 e 2.8 e verifique que os conjuntos S definidos em cada um deles sao geradores do
espaco vetorial em questao.

Observagao 3.1 Seja V um K-espago vetorial nao trivial e v € V., v # 0. Entdo o conjunto unitdrio S = {v} é
linearmente independente. De fato, escrever o vetor nulo como combinacdo linear de elementos de S significa a
existéncia de um escalar k € K tal que k-v = 0. Porém, como v # 0, devemos ter k = 0, logo o unico escalar da
combinagdo deve ser nulo e portanto S € linearmente independente.

Proposigao 3.1 Sejam V' um K-espago vetorial e S C'V um sub-conjunto linearmente independente. Seja v € V
tal que v ¢ span S. Entao S := S U {v} € linearmente independente.

Demonstragao: Suponha que o vetor 0 possa ser escrito como uma combinacao linear de elementos em S, isto €,
que existam escalares ay, ..., an,b € K e vetores vy, ...,v, € S tais que

a1v1 + ... + apv, +bv = 0.

v = (—%1) V1 + ...+ (—%) Un,

o que implicaria v € span S, o que é uma contradicao pela hipétese. Logo b = 0 e portanto aiv1 + ... + a,v, = 0.
Como por hipétese S ¢é linearmente independente, isso implica a; = .... = a, = 0. Logo a1 = ... =a, =b=0¢
assim S é linearmente independente. "

Se b # 0, entdao podemos escrever

A observagdo e a proposicdo acima combinadas nos dizem que em qualquer espago vetorial ndo trivial exis-
tem conjuntos linearmente independentes e que toda vez que um conjunto linearmente independente S é tal que
span S C V. entdo S estd contido em outro conjunto linearmente independente S estritamente maior. Assim,
podemos incrementar conjuntos linearmente independentes enquanto eles nao forem geradores de V. A questao é:
esse processo eventualmente vai produzir um conjunto linearmente independente que também seja gerador de V7
A resposta a essa pergunta consiste no chamado Lema de Zorn, que é uma proposi¢ao equivalente ao chamado
Axioma da Escolha. Supor a validade do Axioma da Escolha é uma op¢ao e nos direciona para a teoria (ZFC)
(Zermelo-Fraenkel com Axioma da Escolha). Grande parte dos textos em matemdtica contemporanea optam por
esse caminho, mas ele estd longe de ser obrigatério. Cursos padroes de Algebra Linear (como o nosso) seguem
esse caminho, pois, como veremos a seguir, supor a validade do Axioma da Escolha nos permite provar que todo
espago-vetorial possui base, uma ferramenta essencial no estudo da Algebra linear.

Sejam V um K-espago vetorial ndo trivial e P(V) o conjunto das partes de V. Este conjunto é parcialmente
ordenado pela inclusdo C. O mesmo vale entao para L(V) C P(V) o conjunto de todos os sub-conjuntos linearmente
independentes de V. Como ja vimos, L(V') # @. Seja 8§ = (S))aca uma familia totalmente ordenada de elementos
em L(V), isto é, todo par de elementos Sy, S5 em 8 é compardvel: Sy C S5 ou S5 C Sx. Defina Mg := UxeaS.
Isto é, Mg é a uniao de todos os conjuntos da familia 8. O fato da familia 8§ ser totalmente ordenada implica
que Mg é um sub-espago vetorial de V. De fato, sejam u,v € Mg e k € K. Entao existem )\,5\ € A tais que
uwe Sy eve Como$ é totalmente ordenado, podemos supor sem perda de generalidade que Sy C S5. Assim
u,v € S5. Como S5 é um sub-espago vetorial de V, segue que u + kv € S5 C Mg. Além disso, é claro que
0 € Mg, de modo que Mg é entdo um sub-espago vetorial de V', ou seja, Mg € L(V). Por definigao, Sy C Mg
para todo A € A. Isso nos diz que Mg é um supremo para a familia totalmente ordenada 8. Assim, mostramos
que toda conjunto totalmente ordenado em L(V') possui um supremo em L(V'). Pelo Lema de Zorn, L(V') possui



um elemento maximal B € L(V), isto é,se S € L(V) e B C S, entdo B = S. Afirmamos que span B = V. De
fato, suponha por absurdo que span B C V', poderfamos tomar v € V com v ¢ span B. Pela proposigao 3.1, o
conjunto B U {v} é linearmente independente, ou seja, BU {v} € L(V) e B C B U {v}, o que é uma contradigéo
com a maximalidade de B. Logo span B =1V.

Definicao 3.2 Uma base (de Hamel) para um K-espago vetorial V é um conjunto linearmente independente B C V
que € gerador de V.

Teorema 3.1 [com ZFC] Todo K-espago vetorial V' possui uma base.

Revisite mais uma vez os exemplos 2.6, 2.7 e 2.8 e verifique que o conjunto S em cada um daqueles exemplos é
base do espago vetorial correspondente.

Proposigao 3.2 Seja V um K-espago vetorial e A C'V um conjunto linearmente independente. Entao existe uma
base B de V tal que A C B.

Demonstragao: Exercicio! Modifique a demonstracdo do Teorema 3.1 para familias de conjuntos linearmente
independentes que contenham A.

Definigao 3.3 Sejam V' um K-espago vetorial e S C 'V um sub-espago vetorial. Um complemento para S é
qualquer sub-espaco vetorial S CV tal que V=S S.

Proposicao 3.3 Todo sub-espago vetorial possui um complemento.

Demonstragao: Basta tomar uma base B = {vy;A € A} de S e completar para uma base B = {va; A €
Ay U{0,;p € M} de V e definir S := span {0,;u € M}. .

Proposigao 3.4 Seja V. um K-espago vetorial, A C'V um conjunto linearmente independente com n elementos e
B C V um conjunto gerador de V' com m elementos. Entao n < m.

Demonstragdo: Escreva A = {ay,...,a,} ¢ B = {b1,...;b;n}. Como A é linearmente independente, em particular
temos a; # 0 para todo ¢ = 1,2, ...,n. Suponha por absurdo que n > m. Como span B =V, o vetor a; pode ser
escrito como combinagao linear dos elementos de B. Nem todos os coeficientes nesta combinagao linear podem ser
nulos pois isso implicaria a; = 0, logo algum deles deve ser ndo nulo. Reordenando os b’s se necessério, podemos
supor que o coeficiente nao nulo é o que acompanha b; na combinacao linear. Isso implica que b; pode ser escrito
como combinagdo linear de a; e de bg,...,b,,. Como V = span B, segue que V = span {ai,bo,...,b,}. Em
particular, podemos escrever agora o vetor as como combinagao linear de ay,bs, ..., b,,. Se nessa combinagao todos
os coeficientes dos b's fossem nulos, as seria obtido a partir de a;, o que contradiz A ser linearmente independente.
Assim, algum coeficientes dos b's nessa combinagao deve ser nulo, e novamente reordenando se necessario, podemos
supor que o coeficiente de by seja nao nulo. Isso implica que b pode ser escrito como combinagao linear de
ai,as,bs,...,by,. Assim V = span {ai,aq,bs,...,b,}. Continuamos procedendo desta forma até que consigamos
eliminar todos os b's, 0o que é possivel pois estamos supondo n > m, de modo que V = span {ay,...,a,,}. Mas
isso é uma contradigdo pois m < n e A é linearmente independente (por exemplo, a,, seria combinagio linear dos
demais a’s). Logo n < m.

Proposigcao 3.5 Seja V' um K-espaco vetorial, A C V um conjunto linearmente independente e B C V um
conjunto gerador de V. Entdo #A < #B.

Demonstragao: A proposigao 3.4 garantiu que o resultado vale no caso em que ambos A e B sao finitos. Se A é
finito e B ¢ infinito, ndo héd nada o que fazer. Se A é infinito, entdo B nao pode ser finito. De fato, caso B fosse
finito com, digamos, n elementos, podemos tomar um conjunto linearmente independente com n + 1 elementos
{a1,...,any1} C A. Isto é, B é gerador de V' com n elementos e {ai,...,an+1} C V é um conjunto linearmente



independente com mais elementos do que B, uma contradicao com a proposicao 3.4. Logo podemos supor que
ambos A e B sao infinitos. Suponha por absurdo que #A > #B. Pela proposicao 3.2 podemos completar A
para uma base de V, o que resulta em um conjunto com cardinalidade maior do que ou igual a de A. Assim,
podemos supor sem perda de generalidade que A ja é uma base de V. Escreva A = {a;;i € I}, com #A = #I e
B = {bj;j € J} com #B = #J. Para cada j € J, como A é uma base de V, podemos escrever b; = ZieEj XijGi
para certos escalares \;; € K e E; C I um conjunto finito. Como J ¢ infinito, a cardinalidade de |
a de J, logo #UjeJ
todo j € J. Como B gera V, o elemento da base correspondente a;, pode ser escrito como combinacao linear dos
elementos de B, e cada um deles, por sua vez, pode ser escrito como combinagao linear dos a; com 7 € U]EJ E;,
de modo que {a;,} U {ai;i € U;c; Ej} ¢ linearmente dependente, o que contradiz o fato de A ser linearmente
independente. "

jeq Ej € igual
E; < #I, o que implica UjeJ E; C I. Assim, existe i; € I que nao pertence a E; para

=

Corolario 3.1 (Dimensao) Sejam V um K-espaco vetorial e By e By duas bases de V. Entdo #B1 = #Bo.

Definigao 3.4 Seja V' um K-espago vetorial. A dimensao de V € a cardinalidade de qualquer base de V. A
dimensdo é denotada por dimV'. Dizemos que V' possui dimensao finita se V' possui uma base com uma quantidade
finita de elementos, caso contrdrio dizemos que V possui dimensdo infinita e escrevemos dimV = oo.

Exemplo 3.1 Se m,n € N, entao dimK"” = n, dim M,,x, = m-n e dimP,(K) = n 4+ 1. Por outro lado,
dim K[z] = oo.

Suponha agora que V seja um K-espago vetorial de dimenséo finita, digamos n € N. Seja B = {v1,...,v,}
uma base de V e v € V. Como B é uma base de V, em particular, é um conjunto gerador, existem escalares
a,...,a, € K tais que v = ajvy + ... + anv,. Suponha por um momento que 0 mesmo vetor v possa ser escrito
como combinacao linear de B com outro conjunto de escalares. Assim, suponha que existam by, ..., b, € K tais que
v =bivy + ... + byv,. Assim

v =a1v1 + ... + apv, = byvy + ... + byv,,

o que implica
(a1 —b1)v1 + ... + (an — bp)vy, = 0.

Assim, o vetor nulo 0 pode ser escrito como uma combinacao linear de B. Como por hipétese B é também
linearmente independente, segue que (a1 — by) = ... = (an, — b,) = 0, isto é, a; = b; para todo i = 1,2,...,n.
Concluimos assim que quando escrevemos um vetor como combinagao linear dos elementos de uma base de V', os
escalares que acompanham cada vetor de B estdo completamente determinados (néo é possivel escrever um mesmo
vetor como combinagao linear dos elementos de uma base fixada de duas formas diferentes). O tnico detalhe
que temos que tomar cuidado é com a ordem com que os elementos da base estao dispostos. Como conjuntos,
nao se importa se escrevemos {vi,vs,vs,...,0n} ou {va,v1,v3,...,v,}, mas os escalares que acompanham cada
vetor trocam de posicao. Por isso, daqui em diante usaremos o termo B é uma base ordenada e escreveremos
B =< vy, ...,u, > para indicar que a ordem com que os vetores da base aparecem jd estd fixada. Desta forma, os
escalares acompanhando cada vetor seguirdo esta ordem. Assim, se v = byvy + ... + by v, escreveremos

chamado o vetor de coordenadas de v na base ordenada B.

Como se relacionam as coordenadas de um mesmo vetor mas em duas bases diferentes? Suponha agora que
C = {uy, ..., un } seja outra base de V. Note que podemos escrever cada um dos vetores vy, ..., v, como combinagao
linear de C. Assim, para cada j = 1,2,...,n escreva v; = a1;u1 +ag;u2 +...+anju,. Com isso montamos a chamada



matriz mudanca de base de B para € definida por M,g = [aij]1<i,j<n. Em outras palavras, as colunas de Mg
sao os vetores de coordenadas de cada um dos vetores v's na base C:

Se v = byvy + ... + byv,, substituindo a expressao de cada um dos v’s escritos como combinacao linear dos u's nessa
igualdade, obtemos

v=bv1+..+byv, = b <Z akluk> + ...+ by (Z almuk>
k=1

k=1
(a11b1 —+ ...+ alnbn) uy + ... + (anlbl —+ ..o+ annbn) Unp
= (M$ - []s)1ur + .. + (M§ - [v]B)n1tn.

Isto é
(M3 - [v]2)11

Me-v 12
e | M :H%) = ME - o],

(Mg - MB)ln

Assim, para obter as coordenadas de v na base C, sabendo as coordenadas de v na base B, multiplicamos a matriz
que muda de base de B para € pelo vetor de coordenadas de v na base B. Vamos apenas resumir o discutido acima
COMO uma pProposi¢ao.

Proposicao 3.6 Vale a relagao
[v]e = M - [v]s.
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4 Aula 4 - Paleari

Definicao 4.1 Sejam V e W dois K-espagos vetoriais. Uma funcao T : V — W € uma transformacgao linear
se T satisfaz as condigoes:

o T(vy 4+ vg) =T (v1) + T (v2) para todos vi,ve € V;
o T'(k-v)=Fk-T(v) para todos k e K ev e V.

Em suma, uma funcao entre dois espacos vetoriais é uma transformacdo linear se ela preserva as operacoes
algébricas de espacgos vetoriais. Antes de comegarmos os exemplos, vamos discutir um pouco mais de teoria bésica.

Exercicio 4.1 Sejam T : V — W uma transformagao linear, vy, ...,v, € V e aq,...,a, € K. Verifigue que
T(a1v1 + ... + apvy) = a1 T(v1) + ... + a,T(vy).

Sao perguntas basicas em qualquer area da matematica procurar saber quando certas fungoes sao injetivas
ou sobrejetivas. No contexto de algebra linear nao é diferente. Particularmente, a pergunta sobre quando uma
transformacao linear é injetiva é relativamente simples. Sejam 7' : V' — W uma transformacao linear e suponha
que existam vy,ve € V tais que T'(v1) = T(v2). Mas dal T'(vy) — T'(v2) = 0 e pelo exercicio acima, teremos
T(Ul — ’1)2) =0.

Definicao 4.2 Seja T : V — W wuma transformagdo linear. Definimos o Nicleo de T (ou Kernel de T'), como o
conjunto
Ker T ={veV;T(v)=0}.

Exercicio 4.2 Verifique que Ker T C V' € um sub-espago vetorial.
Proposicao 4.1 Uma transformacgao linear T : V — W € injetiva se, e somente se, Ker T = {0}.

Demonstragao: Primeiro observe o seguinte fato geral. Seja qual for a transformagao linear, T(0) = 0. De fato,
por linearidade, T(0) = T'(0-0) = 0- T'(0) = 0. Logo, se T ¢é injetiva, entdo o tnico vetor cuja imagem é o vetor
nulo de W deve ser o vetor nulo de V, ou seja, Ker T' = {0}. Reciprocamente, suponha Ker T'= {0} e que existam
v1,v2 € V tais que T'(v1) = T(v2). Entdo, como vimos, v; — vy € Ker T. Mas se Ker T = {0}, temos entéo
v1 — vy = 0, 0 que implica v; = vo. Assim, T é injetiva. "

Exemplo 4.1 Seja T : R* — R3 a funcdo definida por T(x1,xo,73,74) = (221 + T2, =71 + 3 + T4,274). E
facil verificar que T € uma transformagdo linear. Para encontrar Ker T precisamos encontrar o conjunto dos
(21,72, 73,74) € R* para os quais

200 +2x2 = 0
—x1+2z3+24 = 0
2334 =0
Dd ultima equagdo obtemos x4 = 0, e portanto x3 = x1 € xo = —2x1, com x1 € R. Isto €,

Ker T = {(x1, —2z1,21,0); 21 € R} = span {(1,-2,1,0)}.
Logo T nao € injetiva e dim Ker T = 1.

Exemplo 4.2 Sejam n € N e Tr : M, (K) — K a funcdo definida por Tr(A) = Y | A;; para cada A = (A;j) €
M, (K), chamada a fun¢ao trago. E fdcil ver que Tr € uma transformacao linear. O nicleo de Tr consiste entao
das matrizes A = (A;j) para as quais Y, A;; = 0. Sen > 2, temos entdo que

n—1
Ker Tr= {A = (4;5) € M,,(K); Apypy = — ZAn}-
i=1

Assim, dim Ker Tr=n? —1. Sen =1, entio M,(K) =K e Tr(A) = A para todo A € K, logo Ker Tr = {0} nesse
caso.
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Exemplo 4.3 Seja K um corpo infinito. Para cada p € K[z], p(x) = ag + arx' + asz? + ... + ap,z™, definimos
p'(x) == a1 + 2a22' + 3a3x® + ... + na,2"" ! € K[z| a derivada de p. Definimos dai a func¢io D : K[z] — K|z],
D(p) =p'. E fécil verificar que D € linear. Note que se p € K[z] € tal que D(p) = 0, entao p(x) = ag, isto €, p
precisa ter grau 0, deste modo Ker D = {p € K[z];p(z) = ag} = span {1}.

Mas e quanto a sobrejetividade? Se T : V' — W é uma transformagao linear, entao T é sobrejetiva se Im T'= W.

Exercicio 4.3 Seja T : V. — W wuma transformagao linear. Mostre que Im T C W € um sub-espacgo vetorial de
wW.

Exercicio 4.4 Discuta a sobrejetividade das transformagoes lineares dos exemplos dados acima.

Definicao 4.3 Uma transformacao linear T : V. — W € dita um isomorfismo (se K-espagos vetoriais) se T €
bijetiva.

Exercicio 4.5 Mostre que se T : V. — é um isomorfismo, entdo T~ : W — V também é uma transformacdio
linear.

Exemplo 4.4 Sejan € N. A fungao T : K" — M, «1(K) definida por

Ln
€ um isomorfismo.

Exemplo 4.5 Sejam V um K-espaco vetorial de dimensdo n e B uma base ordenada de V. Defina C : V —
Mixn(K) por C(v) = [v]s. Entao C € um isomorfismo.

Exemplo 4.6 Sejan € N. Defina T : K"t — P,(K) por T(ag, a1, ...,an) := ag + a1x + ... + a,z™. Entio T é um
isomorfismo.

Quando existe um isomorfismo entre os espagos vetoriais V e W, dizemos do ponto de vista de dlgebra linear
que esses espacos sao 0 mesmo e denotamos este fato com o simbolo V' = W. Como conjuntos eles podem ser
completamente diferentes, mas se existir uma correspondéncia 1-1 entre seus elementos que respeite as operacoes
de espagos vetoriais (adigao de vetores e produto de vetores por escalares), podemos interpreté-los como o mesmo
espaco vetorial. Em particular, espagos vetoriais isomorfos devem possuir a mesma dimensao.

Exercicio 4.6 Sejam T : V — W um isomorfismo de K-espagos vetoriais e B = {vy}rcp uma base de V. Mostre
que T(B) :={T(vr)}rea € uma base de W. Em particular, como bije¢oes preservam cardinalidade, dimV = dim W.

H& uma relagao forte entre o ntcleo e a imagem de uma transformacao linear qualquer. O chamado Primeiro
Teorema do Isomorfismo nos diz em esséncia que Ker T' determina Im T e vice-versa. A relacao é mais forte
ainda no caso de dimensao finita. Informalmente, uma fungao identifica seu dominio com sua imagem, a menos da
sua parte nao injetiva, que resulta em redundancias nessa identificacao. Como vimos, no caso de transformacoes
lineares toda informagao sobre a falta de injetividade estd no ntucleo. Portanto, o dominio de T' a menos de seu
ntcleo (como se todo o niicleo fosse apenas um ponto) serd identificado com sua imagem. Mas para formalizar o
que acabamos de discutir, precisamos definir quocientes de espagos vetoriais.

Sejam V' um K-espago vetorial e S C V um sub-espago vetorial. Definimos em V uma relacao de equivaléncia da
seguinte forma: dizemos os vetores vi,vs € V s@o equivalentes se v1 — v € S. Esta relacdo em V é:
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e Reflexiva: para todowv € V, v —v =0 € S pois S é um sub-espago vetorial.

e Simétrica: Se vy,v2 € V sdo tais que v; — vy € S, entdo va —v1 = —(v1 — v2) € S pois S é fechado para
multiplica¢ao por escalares.

e Transitiva: Se v1,v9,v5 € V so tais que v1 —vg € S e va —v3 € S, entdo v1 —v3 = (v1 —wva) + (v2 —v3) € S
pois é uma soma de vetores em S e este ultimo é um sub-espago vetorial.

Portanto essa relacao é de fato de equivaléncia. Dado v € V, denotamos sua classe de equivaléncia por [v]. O
conjunto das classes de equivaléncia dessa relacdo serd denotado por V/S, chamado o espago quociente de V por
S. Note, em particular, que v € S vale [v] = [0] pois v — 0 = v € S. Assim, todos os vetores de S sdo identificados
com apenas um ponto em V/S. Acontece que V/S nao é apenas um conjunto, mas também tem uma estrutura
natural de K-espago vetorial, isto é, existe uma maneira natural de definir uma operagao de adicao e de produto
por escalares em V/S.

Dados [v1], [v2] € V/S e k € K, gostarfamos de definir

[’Ul] + ['UQ] = [’01 + ’02], k- [’Ul] = []C . 1)1].

A leitura das definicbes acima é a seguinte: na adicdo, tomamos um representante de cada uma das classes
de equivaléncia, somamos os representantes em V e tomamos a classe de equivaléncia da soma obtida. Similar
para o produto por escalar. Entretanto, o processo envolve escolhas, o resultado final ndo pode depender da
escolha dos representantes pois caso contrario nao estaremos definindo uma fungao. Por isso, para garantirmos
que estd tudo bem, precisamos provar que a classe [v; + vo] ndo depende da escolha dos representantes vy de
[v1] € v2 de [vg]. Similarmente para [k - v1]. Assim, suponha que ¥ e U2 sejam outros representantes de [v1] e
de [vg] respectivamente. Por definicao da relagdo, isso nos diz que vy — U3 = s1 € S e vg — Uy = 89 € S. Daf
(v1 +va) — (01 +02) = (v —U1) + (V2 —U2) = 81+ 82 € S pois S é sub-espago vetorial. Logo [v; +vs] = [01 +U2] e a
operacao de adigao estd bem definida. A prova € inteiramente analoga para o produto por escalares e serd deixada
como exercicio. A partir dai, prova-se facilmente que essas operacoes assim definidas satisfazem todos os axiomas
de espaco vetorial. Além disso, por definicdo da operacdo, a funcao

. V. — V/S
v o= [u].

é uma transformacao linear (sobrejetiva por defini¢ao). Esta transformagéo linear é chamada projecdo canénica.
Além disso, também por definicao, Ker w = S.

Proposigao 4.2 Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finita e S CV um sub-espaco vetorial de V. Entao
V/S tem dimensao finita e dimV/S = dimV — dim S.

Demonstragao: Digamos que dimS =k e dimV = n. Seja {v1,...,v4} uma base de S e seja {ur41,...,un} CV
tal que {v1, ..., Uk, Uk41, ..., Un ; Seja base de V' (3.2). Defina B := {[ugt1], ..., [un]} C V/S. Afirmamos que B é
uma base de V/S. Para provarmos que é linearmente independente, suponha que existam a1, ..., a, € K tais que
agt1[tps1] + o + anfuy] = [0], 0 que significa [agriugs1 + ... + anuy] = [0], logo s := agyiugs1 + ... + apuy, € S.
Por outro lado, {v1,...,v;} é base de S, portanto existem escalares ay,...,a; € K tais que s = ajv; + ... + apvg.
Combinando as duas maneiras de escrever s obtemos

a1v1 + ... + QUK — Qp+1UE+1 — -. — ApUy = 0,

mas como {vy, ..., Ug, Ug+1, -, Un } € linearmente independente, segue em particular que apy; = ... = a, = 0. Para
ver que B é gerador de V/S seja v € V e considere sua classe [v] € V/S. Como {v1, ..., Vg, Ugt1, .., Un } € gerador
de V, existem escalares ay, ..., a, € K tais que v = a1v1 + ... + agvg + agr1Uk+1 + ... + apv,. Como {v1,...,v05} C S
e Ker m = S, temos que

[v] = [a1v1 + ... + apvg + Grr1Uk41 + oo F QG UR] = Qg [Uks1] F o+ anfun],

e assim B é gerador de V/S. Em particular, dimV/S =n — k = dim V — dim S. .
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Teorema 4.1 (Teorema do Isomorfismo) Seja T : V — W wuma transformagdo linear. Entdo a fun¢ao T :
V/Ker T — Im T definida por T([v]) := T(v) estd bem definida e é um isomorfismo de K-espagos vetoriais.

Demonstragao: Se [v1] = [v2], entdo v — vy = s € Ker T, logo T(v1) — T(ve) = T(vy —ve) = T(s) = 0, assim

T(v1) = T(v2). Isto é, T estd bem definida pois sua defini¢do ndo depende da escolha de um representante de
cada classe. A funcio T é claramente linear, segue facilmente da definicio das operacdes em V/Ker T e de que T
é linear. Além disso, se T([v]) = T'(v) = 0, entdo v € Ker T e portanto [v] = [0], logo T é injetiva. Finalmente, T
é obviamente sobrejetiva. "

Corolario 4.1 (Teorema Nucleo-Imagem) Seja T : V — W uma transformagao linear entre espagos vetoriais
de dimensdo finita. Entdo
dimV = dimKer T+ dimIm 7.

Coroldrio 4.2 Seja T : V — W uma transformacdo linear entre espagos vetoriais de dimensdo finita.
e Se T € injetiva, entdo dimV < dim W.
e Se T ¢ sobrejetiva, entdo dimV > dim W.
e Se T ¢é um isomorfismo, entdo dimV = dim W.

e SedimV =dim W, entao T ¢ injetiva se, e somente se, é sobrejetiva.
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5 Aula 5 - Paleari

Seja T : V. — W uma transformagao linear entre espacos vetoriais de dimensdo finita. Suponha que B =<
V1, ..., Uy > seja uma base ordenada de V' e que € =< wy, ..., w,, > base uma base ordenada de W. Dado qualquer
vetor v € V podemos encontrar escalares a,...,a, € K tais que v = ayv1 + ... + apv,. Da linearidade de T, temos
que

T(w) =T(c1v1 + ... + cuvn) = a1 T(v1) + ... + T (vy).

Em outras palavras, para conhecer o valor de 7' em um vetor arbitrario, é suficiente conhecer os valores de T" nos
elementos de alguma base do dominio de T. Por sua vez, cada T'(v;) é completamente determinado pelas suas
coordenadas na base ordenada €. Isso nos permite caracterizar qualquer transformacao linear, dadas uma base
do dominio e uma do contradominio, por um conjunto de nimeros, o qual sera organizado em uma matriz, como
veremos abaixo. Para cada j = 1,2...,n escreva

T(vj) = a1jwy + ... + G Wi,

e defina
[T)5 = [aij) = | [T(01)le [T2)le - [Tlwa)le |,

chamada a matriz de 7' no par de bases B e C. Quando V = W e B = €, escreveremos simplesmente
[T]s := [T]% e chamamos esta de matriz de T na base B.
Voltando ao caso geral, note que se v = c1v1 + ... + ¢, vy, entao

Tw) = ci(anwr + ... + @Gmiwm) + ... + cp(a1pwy + oo + W)

= (annc1 + ... + apcp)wr + .. + (@pmic1 + oo + GpnCn)Wn

Assim,
[T(v)le = [T]% - [v]5. (1)

Proposicao 5.1 Sejam V e W espagos vetoriais, {vx}rea uma base de Ve {wy}rea uma famdlia de vetores em
W indezada no mesmo conjunto A. Entao existe uma dnica transformacgdo linear T : V — W tal que T'(vy) = w
para todo A € A.

Demonstragao: Como cada elemento v € V' pode ser escrito de maneira tinica como v = Y, ., axvx com ay € K
e A’ C A finito, e queremos que T : V — W, devemos ter

Tw)=T (Z a>\v>\> = Z axT'(vy) = Z axwy.

AEAN! AEAN AEAN!

A férmula na ltima expressdo acima define T' completamente e fica claro que é o unico jeito de satisfazer as
condigoes requeridas da proposicao. "

Exemplo 5.1 Sejam V = W = R2, a € R er C R? a reta de equagio y = ax. Afirmamos que existe uma
transformacao linear R, : R? — R? tal que para cada v € R?, o vetor R,.(v) € a reflexio de v com respeito a reta .
Como discutido acima, basta descobrir o que R, faz com os elementos de algum base de R?. A base mais simples
de todas certamente € a base canonica € =< ey, eq >, porém, como nao sabemos quem é a € R, nao conhecemos
R.(e1) nem R,(e2). Precisamos de uma base mais adequada e que “visualize”o que essa transformagdo faz. Defina
u = (1,a). Note que u € R? é um vetor diretor da reta r. Além disso, como esse vetor mora em cima da reta,
temos que R.(u) = u. Mas precisamos de um sequndo vetor, linearmente independente com w, tal que também
saitbamos o que R, faz. Uma escolha natural é tomar um vetor perpendicular a w. Podemos por exemplo definir
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v=(—a,1). Note que B :=< u,v > € uma base de R? e que R,(v) = —v. Desta forma, R.(u) =u=1-u+0-v e
R.(v)=—v=0-u+(—1) v e portanto

1 0

[Rr}8—|:0 _1:|'

Assim, se soubermos escrever um dado (z,y) € R? como combinagdo linear de B, fica muito fdcil descobrir quem
€ R.(z,y). Mas podemos ja aproveitar o que foi descoberto e escrever explicitamente uma formula para R.(x,y).
Basta encontrarmos as coordenadas de (x,y) na base B e aplicarmos a transformagdo:

(#,9) = M+ o = A1, 0) + p(=a,1) = (A = ap, 0d + p),

o que nos leva ao sistema linear
A—ap = =z
aX+ p

|
<@

x+ay _ y—ax
azr1 CH = qzyTe

Ri(z,y) = Ry(Au+ )
ARy (u) + pRy(v)
AU — uv

- (oo () 0
1

= oo (1= a*)z + 2ay, 2az + (a® — 1)y) .

cuja solugao € X =

Logo

Em particular,

[Rr](‘i =

%ﬂ [ (1 ;aaQ) (a22g ) } .

Suponha agora que U, V,W sejam K-espacos vetoriais de dimensao finita, 7' : U — V, § : V — W sejam
transformacoes lineares e B,C e D sejam bases de U,V e W respectivamente. Podemos formar a composicao
SoT:U — W. E facil ver que S oT é também uma transformacao linear.

Proposigao 5.2 Vale a relagao
[SoT]p =[S]§ - [T)5%.

Demonstragao: Escreva B =< uq,...,up >, € =< v1, ..., > e D =< wy,...,w, >. Por definicdo de matriz de
transformagcio, a coluna j de [S o T]% é [(S o T)(u;)]». Por outro lado, pela relagdo (1), temos que

[(S o T)(u)lp = [S(T(w;))lp = [SIE - [T(uy)le = [SIE [T)5 - [us]s = [SIE[T]5 - €.
Mas dada uma matriz A, a matriz A - eé é justamente a coluna j de A e portanto o resultado estd provado. "

Proposigao 5.3 Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita, T : V — V uma transformagao linear e B, C
duas bases de V. Entdo vale a relacdo
[T = Mg - [Tle - Mg,

Demonstragao: Escreva B =< uq,...,u, > e seja j € {1,2,...,n}. A coluna j de [T]g é por defini¢do [T'(u;)]s.
Por outro lado,

Mg - [T]e - Mg, - € Mg - [Tle - [usle
= Mg - [T(uj)]e

[T (uj)]s-
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Portanto as colunas de ambas as matrizes sao iguais e o resultado estd provado. "

Repare que todo espaco vetorial V' possui ao menos duas transformacoes lineares candnicas associadas a ele.
Definimos Idy : V. — V por Idy (v) = v para todo v € V, chamada a transformacao identidade de V. E claro
que se trata de uma transformacao linear. Se V' possui dimensao finita e B e € sao bases de V', note que

[Idy]§ = M.
Em particular, [Idy]3 = Idgim v -

Proposigao 5.4 Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita, B e C bases ordenadas de Ve W respectiva-
mente. Se T :V — W € um isomorfismo, entdo

)

Demonstragao: Como T~ ! o T = Idy, obtemos Idgimv = [Idy]s = [T‘l](g . [T]%. .

(7718 = (7]

Bo

Corolario 5.1 Seja V' um K-espago vetorial de dimensdo finita e B e C bases de V. Entdo
ME = (M§) ™.

A segunda transformacao linear candnica é 0 : V' — W definida por 0(v) = 0 para todo v € V, chamada trans-
formacao nula. E claro que se trata de uma transformacao linear. Se V' e W possuem dimensao finita, entao
[0]% = 0 sejam quais forem as bases B e € de V e W respectivamente.

Se V e W sao K-espagos vetoriais, T, S : V — W sao transformagoes lineares e k € K, podemos definir

T+5: V — W
v = T)+ S(v),

kE-T: V — w
v = k-Tw)’

E facil ver que S+ T e k- T também sao transformacoes lineares. Denotamos por L(V, W) o conjunto de todas

as transformagoes linear de V em W. Com as operagoes definidas acima, verifica-se que L(V, W) é também um
K-espaco vetorial.

Proposicao 5.5 Se V e W tem dimensao finita, entao L(V,W) também tem dimensdo finita e dim L(V,W) =
dimV - dim W.

Demonstragao: Fixe uma base B =< vq,...,v, > de V e C =< wy,...,w,, > uma base de W. Para cada
ted{l,.,n}eje{l,.,m} defina T;; : V — W a tnica transformacao linear cuja acdo na base B é dada por
T;j(vx) = disw; para todo k = 1,...,n. Seja agora T : V — W uma transformacao linear qualquer. Para cada
ke {l,..,n} escreva

T(’Uk) = A1xW1 + ... + QWi -

Note que

T(Uk) = a1pW1 + ... + OprpWy, = alkal(vk) + ...+ akakm(vk) = (alkal + ...+ akakm) (’Uk>
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Como T;;(vx) = 0 se ¢ # k, para todo j, temos
T(ow) = | YD aiTy | (vr)
i=1 j=1

para todo k € {1,...,n}, logo {T;;}:,; gera L(V,W). E facil verificar que {T};}:; é também linearmente indepen-
dente. n

Proposigao 5.6 Se TS : V. — W sao transformagoes lineares entre espagos vetoriais de dimensdo finita, B €
base de V, C € base de W e k € K, entdo

[T +Fk-S)% =[T1% +k-[9)%.

Exercicio 5.1 Prove a proposicdo acima.
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6 Aula 6 - Paleari

Definicao 6.1 Seja V' um K-espago vetorial. Definimos V* := L(V,K), chamado o espago dual de V. Cada
elemento de V* é chamado um funcional linear em V.

Se V possui dimensao finita e B =< vy, ..., v, > € uma base de V, entao a demonstragao da proposicao 8.1 fornece
uma base para V*. Tomamos € =< 1 > como base de K (note que m = 1) e renomeamos as transformacgoes 14
definidas por v* :=T;; € V*, i = 1,...,n. Isto é, v" : V — K é o tinico funcional linear tal que v'(v;) = §;; para
todo j =1,...,n. A base B* :=< o', ...,v" >C V* é chamada base dual de B. Em particular, dimV = dim V*.

Exemplo 6.1 Seja V =K" e C =< ey,...,e, > a base candnica de K. Dado f € (K")* e u = (x1,...,2,) € K",

temos
fw) = flxrer + ... + xpen) = x1f(e1) + .. + xnfen)-

Se escrevermos a; = f(e;) para cada j = 1,...,n, entdo os elementos ax, ..., a, € K sdo constantes que determinam
f. Assim, todo funcional linear em (K™)* € da forma

flx1,yxn) = a121 + ... + antnp,

com ay,...,a, € K constantes. Além disso, pelo Teorema Nicleo-Imagem, ou f = 0 ou dimKer f =n —1. Um
sub-espago vetorial de K™ com dimensdo n — 1 é chamado um hiper-plano em K".

Seja T : V — W uma transformacgao linear. A transformacgao 7" induz uma fungao entre os duais desses espacos,
mas no sentido contrario. Defina T* : W* — V* colocando T*(f) := f o T para cada f € W*. Como composigao
de transformacoes lineares ainda é linear e f toma valores em K, segue que de fato T%(f) € V*. Além disso, T é
linear pois se f,g € W*, k€ Kev € V, entao

Tf+k-g)v) = (f+k-9)(T(v))

= f(TW))+k-g(T(v))
T(f)(v) + k- T (g)(v)
(T (f) + k- T g))(v).

Logo T(f +k-g) = T'(f) + k- T(g). A transformagao linear T* é chamada aplicagdo transposta de T. A
préxima proposicao justifica o nome dado a essa aplicacao.

Proposigao 6.1 Seja T : V — W wuma transformacdo linear entre espagos vetoriais de dimensao finita e sejam B
e C bases de V e W respectivamente. Entdao

[ = (%)

Demonstragao: Escreva B =< vq,...,v0, > e C =< wy,...,w, > e seja j € {1,...,m}. Temos que escrever
T'(w?) = wjoT € V* como combinagao linear de B*. Escreva T (w?) = byjv' +...+b,jv". Paracadai € {1,...,n},
temos que

T (w?)(v;) = w (T(v;)) = w (a1;w01 + ... + Qi) = aji.

Por outro lado, (byjv! + ... 4 b,;v™)(v;) = bi;. Logo bi; = a;; para todos i, e a relagio estd provada. .

Dada T : V — W, serd que é possivel explicitar Ker T € W* e Im T C V*? Note que f € Ker 1" significa
foT =0,isto, é f(T'(v)) =0 para todo v € V. Em outras palavras, f anula a imagem de T. Reciprocamente, se
flim 7 = 0, entao para todo v € V temos f(T'(v)) = 0, ou seja, T*(f) = foT = 0. Isso sugere a seguinte definigao.

Definigao 6.2 Seja V um K-espago vetorial e S C V' um subconjunto qualquer. Definimos o anulador de S como

SO={feV*f(v)=0Ww eV}
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Exercicio 6.1 Mostre que mesmo que S nao seja um sub-espaco vetorial de V', o anulador de S € sempre um
sub-espago vetorial de V'*.

Proposigao 6.2 Se T :V — W ¢é uma transformagdo linear, entao:
a) Ker T = (Im T)°;
b) Im T* = (Ker T)°.

Demonstragao: O item a) ji foi mostrado acima, resta mostrarmos o item b). Dados f € W* e v € Ker T,
temos (T f)(v) = f(T(v)) = f(0) = 0 pois v € Ker T, logo T*(f) € (Ker T)°, assim Im T* C (Ker T')°. Seja agora

€ (Ker 7)Y, queremos definir f € W* tal que g = f o T. Seja (va)rea uma base de Ker T e (9,),enm tal que
{vx, Oy }a,p seja base de V. Segue entdo que (T'(0,))ucm é uma base de Im T C W. Seja agora (wa)aca tal que
C = {T(V), Wa}u,a seja base de W. Defina f € W* nos elementos da base B colocando f(7(9,)) := g(v,) para
cada p € M e f(w,) := 0 para cada o € A (aqui usamos a proposigao 5.1). Pela prépria definigdo de f fica claro
que g= foT,istoé, g €Im T e assim (Ker T)° C Im T". .

Podemos seguir um passo adiante e tomar o espaco de todos os funcionais lineares definidos em V*.

Definigao 6.3 Seja V um K-espago vetorial. Definimos o bidual de V' como o espago vetorial (V*)* = {F : V* —
K; F € linear}.

Apesar de parecer abstrato, o bidual (V*)* estd relacionado de uma maneira bem préxima com o préprio V.
Dado v € V, definimos F, : V* — K a fungao dada por F,(f) := f(v) para cada f € V*. Afirmamos que F, é um
funcional linear. De fato, dados f,g € V* e k € K, entao

E(f+k-g)=(f+k-9)v)=[fv)+k-g(v) =F,(f) + k- F.(9)
Assim, F, € (V*)* para cada v € V. A aplicagdo F, é também chamada de morfismo de avaliagao em v.
Teorema 6.1 Seja V um K-espago vetorial. A aplica¢do

F: V — (V)
v F,

€ linear e injetiva.
Demonstragao: Para verificar a linearidade, sejam v1,v, € V e k € K. Entao

F(vi +kv2)(f) = Foyrkon(f)
= flv1 + kvg)
= flv1) +kf(v2)
= Fo,(f) +kFy,(f)
= (Fo, + [Fy,)(f)
para todo f € V* logo F(vy + kve) = F(v1) + kF(v2). Agora suponha que exista v € V, v # 0, tal que
F(v) = F, =0. Isto é, para todo f € V* vale F,(f) = f(v) = 0. Como v # 0, podemos completar para uma base

B = {v,V0}aca de V. Se B* = {g,v*}aeca € a base dual de B, entdo g(v) = 1, uma contradi¢do com f(v) = 0 para
todo f € V*, logo F é injetiva. "

Corolario 6.1 Se V' é um K-espago vetorial de dimensao finita, entao a aplicagao F : V — (V*)* definida acima
€ um isomorfismo.
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Demonstragao: Como vimos anteriormente, se V' tem possui dimensao finita, entao dim V' = dim V*. Pelo mesmo
motivo, temos que dim V* = dim(V*)*, logo F' : V — (V*)* é uma transformagao linear injetiva entre espagos
vetoriais de mesma dimenséao, e portanto um isomorfismo. ]

Assim, para um espago vetorial de dimenséo finita, o seu bidual é naturalmente isomorfo ao préprio espago. O
termo “naturalmente”é usado para indicar que o isomorfismo definido nao depende de nenhuma escolha de bases.
Para encerrar, vejamos com qual objeto um sub-espago vetorial S C V se identifica em (V*)*.

Proposigcao 6.3 Sejam V um K-espaco vetorial de dimensdo finita e S C V wm sub-espaco vetorial. FEntao
dimV = dim S + dim S°.

Demonstragao: Seja < vy, ...,vx > uma base de S e complete para uma base B =< vy, ..., Uk, Uk41, ..., U, > de
V. Seja B* =< o', ...,0" >C V* a base dual de B. Afirmamos que € =< v¥t1 .. v" > é uma base de S°.
Primeiramente, segue diretamente da definicao de base dual que € C S°. Agora, dado f € SY, como B* é uma
base de V*, existem escalares a, ..., a, € K tais que

f=aw' 4+ ...+ a0
Como f € S°, temos que f(v;) =0 para todo j € {1,...,k}. Por outro lado, temos que
F(v;) = a1v' (vj) + ... + ¥ (V) + ap 10" (0)) + o+ @™ () = ay.

Logo a; = ... = ap = 0 e assim f = ap 10"t + ... + a,v"™ € span C. E claro que C é linearmente independente,
portanto C é base de S e dimV =n =k + (n — k) = dim S + dim S°. .

Proposicao 6.4 Seja V um K-espago vetorial, S C V um sub-espago vetorial e F : V. — (V*)* a transformagdo
linear definida em 6.1. Entdo, F(S) C (S°)°.

Demonstracao: Sejam v € S e f € S°. Por definicio de F, temos F(v)(f) = F,(f) = f(v) = 0 pois f € S° e
v € S. Logo F, anula todos os elementos em S°, ou seja, F(v) € (S°)°. .

Corolério 6.2 Se V possui dimensao finita e S C'V é um sub-espaco vetorial, entdo F(S) = (S°)°. Em particular,
dim S = dim(S°)°.

Demonstragao: J4 vimos que F(S) C (S°)°, entao basta mostrar que dim F(S) = dim(S°). Como F é um
isomorfismo, temos que dim F(S) = dim(S). Pela proposi¢ao 6.3, temos que dimV = dim S + dim S° e, pelo
mesmo motivo, dim V* = dim S° + dim(S°)°. Como dim V = dim V*, combinando as igualdades obtemos dim S =
dim(S°)Y como querfamos. .
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7 Aula 7 - Paleari

Nessa aula vamos discutir formalmente o conceito de determinante de uma matriz quadrada de ordem qualquer.
Leitura Complementar

O caso trivial é a definicdo de determinante de matrizes 1 x 1. Neste caso, K!*! = K e definimos det : K!*! — K
por det(A) = A para toda A € K1*1. Por ora vamos usar a definicio de determinante que o leitor ji conhece para
os casos de ordem 2 e 3, e vamos usa-los como motivacao para discutir a defini¢do geral em seguida. No cason = 2,

se
a c
=[5 a)

det A := ad — be.

O determinante 2 x 2 possui uma importante interpretacdo geométrica. Suponha que u = (a,b) e v = (¢, d)
sejam vetores linearmente independentes em R? (ou seja, ndo sdo multiplos). Deste modo, {u,v} formam um
paralelogramo no plano. Qual é a drea desse paralelogramo em funcao das coordenadas de u e v?

definimos

A figura acima mostra o paralelogramo gerado pelos vetores u e v. Podemos calcular a drea do paralelogramo
ABCD completando a figura com o retangulo AH DG, cujos lados medem a + ¢ e b+ d e retirar as 6 dreas menores
indicadas na figura. Assim

(a+c>(b+d)—2-%”—2.bc_2.%

= ab—ab+bc—2-bc+ad+cd— cd
= ad-bc

a c¢
= det .
Assim, det A calcula a drea do paralelogramo gerado pelos vetores u e v colocados nas colunas da matriz A (nessa
ordem). Se trocarmos a posicao dos vetores nas colunas da matriz A note que

a c
]—bc—ad——det{ b d]’

Area ABCD

Cc

a
det[d b

isto é, o sinal do determinante muda. Isto estd relacionado com o fato de que {u,v} como dispostos na figura
formam uma base com a mesma orientacio da base canénica de R? e determinantes sdo sensiveis a orientacdo de
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bases. Além disso, se {u, v} fosse linearmente dependente, entao nesse caso existe k € R tal que v = k-u = (ka, kb).
Dal,
a ka

det{ b kb

] = abk — abk = 0.

De fato, se u e v sao multiplos nao hé paralelogramo formado, portanto sua area deve ser 0. Assim, o fato do
determinante 2 x 2 ser 0 ou nao identifica se os vetores nas colunas de A sao linearmente dependentes ou nao.
Desta forma, podemos pensar det : R? x R? — R como uma funcao de 2 varidveis onde cada varidvel é um vetor
que serd colocado na coluna correspondente da matriz cujo determinante serd calculado. Se u,v € R2, vimos que
det(u,v) = —det(v,u) e que se {u,v} ¢é linearmente dependente, entdo det(u,v) = 0. Mas temos mais um ponto
importante a ser discutido, que a férmula do det nos permite observar e serd essencial. Se fixarmos por exemplo
a segunda varidvel (deixarmos fixo v = (¢, d)), e pensarmos a funcao resultante apenas como fungéo de u = (a, b),
temos um funcional linear: (a,b) — d-a+ (—c)-b. A observagdo andloga vale se fixarmos u e pensarmos a fungéo
resultante como fungdo da varidvel v, teremos outro funcional linear. Assim, det pode ser pensado como uma
funcao de duas varidveis, que é linear em cada varidavel e que troca de sinal quando as varidveis sao trocadas de
posigao. Além disso, note que det(ey,eq) = 1.

Caminhando agora para o caso n = 3. Se

a1 ai2 ais
A= a1 Q22 423 )
az1 asz ass

é conhecido do leitor que det A pode ser calculado pela chamada Regra de Sarrus ou desenvolvimento de Laplace,
obtendo
det A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 — A13022031 — 11023032 — A12021033.

Qual é a analogia geométrica nesse caso? Sejam u,v,w € R? vetores linearmente independentes. Entdo, u,v,w
formam um prisma com bases sendo os paralelogramos gerados pelos vetores u,v e suas translagoes. Qual é o
volume desse prima em termos das coordenadas de u,v,w? Podemos fazer um raciocinio idéntico ao caso n = 2,
colocando o prisma dentro de um paralelepipedo reto-retangulo, calculando seu volume e removendo as partes que
nao interessam (paralelepipedos e tetraedros). Se as colunas de A € M3(R) s@o as coordenadas dos vetores u, v, w
respectivamente e < u,v,w > tem a mesma orientagdo da base candnica, entao verifica-se (com uma conta muita
mais longa do que no caso n = 2) que det A é o volume do prisma procurado. Vamos nos convencer disso de uma
forma diferente mas instrutiva. Movemos o prisma ao longo do espaco R? e colocamos o paralelogramo base gerado
pelos vetores u,v em cima do plano do chao x,y. Esse processo exige translagoes e rotagoes no espago, que sao
operagoes que nao alteram volumes de sélidos, portanto o volume do prisma colocado nessa posi¢ao serd o mesmo
que o original. Dessa forma, podemos supor que u = (a,b,0), v = (¢,d,0) e w = (e, f, g). Mas nesse caso é evidente
que

a c e

det | b d f :det[z 2]-g:(ad—bc)-g.
0 0 g

Note que ad — bd é a area do paralelogramo gerado por u,v e g é a altura do prisma, de modo que o seu volume é
o produto da area da base pela altura. Verifique que trocar colunas de posi¢do no determinante em n = 3 também
altera o sinal a cada troca. Além disso, se {u,v,w} é linearmente dependente, entdo nao ha prisma gerado e
portanto seu volume serda 0. Como vemos isso usando o determinante? Suponha por exemplo que w é combinagao
linear de u e v. Como a ultima coordenada de u e de v sdao nulas e w é combinacgao linear deles, entao g = 0 e
portanto det A = 0. E em analogia, podemos pensar det : R3 x R? x R3 — R como uma funcdo de 3 varidveis que
é linear em cada varidvel (observe pela férmula geral) e que muda de sinal sempre que trocamos dois vetores de
posicao. Além disso, det(eq,eq,e3) = 1.
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Definicao Formal de Determinante
Ao longo de toda essa se¢@ao, K nao precisa ser um corpo, basta ser um anel comutativo com unidade.

Relembrando: Seja m € N e X um conjunto com m elementos. Uma permutagao de X é qualquer bijecao
c: X —>X.SeX=1I,=1{1,2,..,m}, usamos a seguinte notacao para descrever diretamente o conjunto imagem

de o . )
(ol oty ol )

O conjunto de todas as permutacoes do conjunto I,,, é denotado por S,,. E fécil verificar que S, ¢ um grupo com
a operagao de composigao de fungdes. Uma permutagdo o € Sy, é uma transposicao se existem j, k € {1,...,m}
tais que 0(j) = k,o0(k) = j e o(i) =i para todo i # j, k. Ou seja, uma transposi¢do apenas troca de posigoes dois
elementos de I,,, e mantém os outros fixos. A transposicdo é adjacente se j € {1,...m—1} ek =j+1. E possivel
mostrar que toda permutacao o € S, pode ser escrita como composi¢ao de transposicoes adjacentes e que a quan-
tidade destas em qualquer decomposicao sempre tem a mesma paridade, isto é, todas as decomposicoes envolvem
uma quantidade par de transposi¢oes ou uma quantidade impar delas. Isso permite definir o sinal da permutagao o,
denotado por (—1)?, como 1 se o é par ou —1 de o é impar. Em particular, qualquer transposigao adjacente é {mpar.

Sejam V é um K-espago vetorial, m € N e o € S,,. Definimos ¢ : V™ — V™ por o(vi,...,Up) =
(Vo(1), Vo (2)5 -+ Vor(m)) Para cada (vy,...,v,) € V™. Repare no abuso de notacdo aos usarmos o mesmo simbolo o
para outra funcao.

Definigao 7.1 Sejam V e W dois K-espacos vetoriais e m € N. Uma funcio F : V x ... xV — W € chamada
—_———

m vezes
m-linear (ou simplesmente multi-linear) se para todo j € {1,...,m} e para todos v1,...,0j_1,Vj41,....,0m €V, a
fung@o V.— W, v = F(v1,...,0j_1,0,Vj41, ..., Um) € linear. Além disso, dizemos que:
e [7 ¢ simétrica se para todos (vi,...,v;m) € V™ e 0 € Sy vale F(vy(1), .oy Vo(m)) = F (01,0, 0m).

e [' ¢ anti-simétrica se para todos (vi,...,vm) € V™ e 0 € Sy, vale F(Uo(1ys o Vo(m)) = (—1)7F (1, ..., V).

Suponha agora que F': V™ — W seja multi-linear e anti-simétrica, j € {1,...m—1}, v1,...,0j_1, Uj42, ..., Um, U €
V. Entao
F(Ula vy Uj—1,V,0, V542, "'7vm) = Oa

De fato, a transposicao adjacente o tal que o(j) = j + 1 é impar e como os vetores nas posigdes j e j + 1 sdo os
mesmos, a permutacao preserva a lista de vetores, logo, F' é anti-simétrica, temos

F(vi, ., 0j—1,0,0,0j42, ...y Um) = —F (01, ..., Vj-1,0, 0, Vj42, .o, Um) = F(V1, ..., 0521, 0,0, Vj42, ..., V) = 0.
Isso implica que se ¢ < j € {1,...,m} € V1, ..., Vi1, Vig1, ooy Uj—1, Ujt1, .y Um, U € V, entdo
F(’l)l, ey Ui—1, U, V541 -y Uj_l,’U,Uj_H, ceey Um) = 0,

isto é, I se anula sempre que houver pelo menos dois vetores iguais na lista, nao importando suas posicoes. Isso é
claro pois basta usar uma permutacdo o tal que o(i) = j — 1 e usar a anti-simetria de F' e o resultado ja provado
para posigoes adjacentes acima.

Exercicio 7.1 Prove a reciproca da afirmacdo acima. Isto €, se F': V™ — W € multilinear e se anula sempre que
dois vetores ou mais se repetem nas varidveis, entdo F é anti-simétrica.
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Suponha agora que W = K e que dimV = m e seja B =< wvy,...,v,, > uma base ordenada de V. Sejam
U, ..., U € V vetores quaisquer. Escreva uy = a11v1 + ... + @1 ¥n. Entao, como F' é linear na primeira varidvel:

F(up, gy oy ) = F(a1101 4 .. + Q1mVm, U2y vy Upy)

= apnF(vi,ug, ey tln) + oo + a1 F (U, Uy ooy Up)

m
= alilF(Uil,u2, ...,um)
=1
Analogamente, escreva ug = ao101 + ... + G2m U, dai usando a linearidade de F' na segunda varidvel obtemos

m

Z ah-lF(vil,uz, ...,um)

i1=1

Fug, ooy Up)

mm

E E @iy 102,014, 0212 F (Viy, Uiy, Us, oy U

i1=112=1

Continuando com esse processo vamos obter

F(ul,...,um): Z alil...amimF(vil,...,vim).
[ Tm

Tyeees

Como {vy,...,v,} é uma base, esse conjunto possui exatamente m elementos distintos. A tltima soma acima é
feita sobre todas as combinagdes possiveis de indices {i1,...,im} C {1,...,m}, incluindo repetigdes. Porém, como
F' é anti-simétrica, na soma acima todas as parcelas com vetores repetidos se anulam e assim sé restarao termos
cujos indices i1, ..., &, correspondem a uma permutagao de {1,...,m}. Podemos escrever entao

F(ul, ...,um) = Z al(,(l)...amo(m)F(vU(l), ...,’UU(m)).

TESm
Porém, novamente como F' é anti-simétrica
Fug, oy ty) = Z (=1)%a15(1)--@mo(m) F (U1, o, Um)
oESm
= F(vi,.,Um) - Z (=1)7a15(1)--Cmo(m)-

oESm

Note que o nimero F(vy,...,v,,) é apenas uma constante e correspondente ao valor da aplicacao multi-linear na
base ordenada escolhida. Em particular, se V =K™ e C =< ey, ..., ,, > € a base canonica de K™, entao qualquer
aplicacao multi-linear e anti-simétrica F' : K™ — K é da forma

Flur,ottn) =k 3 (<1101 o (m): (2)

TESm

em que k = F(eq,...,em) € u; = (aj1,...,a;m) para cada j € {1,...,m}. E fdcil ver qualquer F definida com uma
férmula como acima é de fato multi-linear e anti-simétrica.

Definigao 7.2 O determinante em ordem m € a unica aplicacao multi-linear e anti-simétrica det : K™ — K tal
que det(eq, ..., e, ) = 1. Podemos escrever

det(ul, ...,um) = Z (71)0a10(1)...am0(m),

cESm

sendo uj = (aj1,...,am) para cada j € {1,...,m}.
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Definicao 7.3 Seja A = (a;;) € M, (K). Definimos
det A := det(ug, ..., tm),
onde uj := (aj1,...,Gjm) pare cada j =1,...,m.
Exercicio 7.2 FEscreva uma formula para o determinante de matrizes de ordens 2 e 3.
Proposicao 7.1 Sejam A € M,,(K) e k € K.
o det A = det A?;

o det(k - A) = k™det A (interprete geometricamente);

e Se A possui duas linhas ou duas colunas miltiplas, ou ainda uma linha ou uma coluna de zeros, entdo
det A=0.

Demonstragao: Segue diretamente da féormula do determinante e das propriedades de multi-linearidade e anti-
simetria. ]

Sejam m € N e A € M,,(K). Para cada i,j € {1,...,m} denotamos por A(i|j) a matriz de ordem m — 1 obtida
por remover a linha i e a coluna j de A. Para cada j € {1,...,m} defina D; : K™ — K por

m
Dj(u, .y tim) =Y (1) aj; det A(il5).

i=1
onde uy = (ag1, ..., apm) para cada k € {1,...,m}. Note que D; é multi-linear. De fato, sem perda de generalidade
vamos mostrar que D; é linear na varidvel u;. Fixe as varidveis ug,...,uy,. Entao os nimeros agj, ..., Gy; sa0
constantes e det A(2[7), ..., det A(m|j) sdo determinantes com linhas 2, ..., m fixadas e apenas a primeira variando, e
como det ¢ multilinear, segue que (—1)?™ay; det A(2|j) + ...+ (=1)" " a,,; det A(m|j) é uma combinagdo linear de
aplicagoes lineares em w1, e portanto linear. Com respeito ao primeiro termo da soma, det A(1]j) é uma constante
(ndo envolve a linha u1), e ay; é variavel, logo ((—1)'*7 det A(1]4)) - a1, é linear na varidvel u;. O raciocinio é
andlogo com respeito as outras varidveis, de modo que D; é multi-linear. Vejamos agora que D; é anti-simétrica.
Basta mostrar que D; se anula sempre que duas linhas adjacentes sejam iguais. Suponha que up = up41. Sei # k
ei# k+1, entdo a matriz A(i|j) possui linhas iguais, portanto det A(i|j) = 0. Assim

Dy (01, s t) = (1) det AR[J) + (—1) 1 a(u )y det Ak +1]5).
Como uy = ug1, temos que ax; = a(x41); ¢ det A(k|j) = det A(k + 1|j). Logo
Dj(uy, ooy ty) = agj det A(k|§)(=1)" - (+1 - 1) = 0.

Portanto D; é anti-simétrica. Finalmente, se (u1,...,um) = (€1,...,€r), entdo a;; = 0se i # jeaj; = 1l e
A(jl7) = Idsm—1. Logo o

Dj(el, ceey €.m) = (—1)]+j(1jj detA(]|]) =1.
Assim, para cada j € {1, ..., m}, a aplicacdo multi-linear D; é anti-simétrica e vale 1 na base canénica. Da unicidade
do determinante, temos entdo que para todo j € {1,...,m} vale

m

det A = Z(—l)H—jai]‘ det A(Z‘j)
=1

Isso nos dé uma férmula recursiva para calcular determinantes. Calculamos um determinante de ordem m como
uma combinagao de determinantes de ordem m — 1, e 0 mesmo pode ser feito para cada um desses. Essa férmula
¢ chamada Desenvolvimento de Laplace para o célculo do determinante. Note que como det A = det A%, o
desenvolvimento pode ser feito ao longo de qualquer linha ou coluna de A. Para cada i,j € {1,...,m}, o escalar
(—1)"7 det A(i|j) é chamado (i, j)-ésimo cofator de A.
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Proposicao 7.2 Seja A = (aij) € M, (K) uma matriz triangular superior (ou inferior). Entdo
det A=a11 a2+ ...  Qmm-

Demonstragao: Basta fazer o desenvolvimento de Laplace repetidas vezes ao longo da primeira linha de A, depois
ao longo da segunda linha e assim por diante. "
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8 Aula 8 - Paleari
Aqui K ainda é um anel comutativo com unidade.
Proposicao 8.1 Sejam A, B € M, (K), entdo det(AB) = det A - det B.

Demonstragao: Fixe uma matriz B € M,, e defina F : K™ — K por F(A) := det(AB). Se as linhas de A sao
denotadas por sy, ..., @y, entdo as linhas de AB sdo a1 B, s B, ..., a,, B. Logo

F(aq,...,am) =det(a1 B, ..., B).
Como o produto de matrizes é distributivo com soma e escalares, B estd fixada e det é multi-linear, segue que F é
multi-linear. Além disso, se a = ag+1, entdo apB = ag4+1B, logo se duas linhas de A sfo iguais, temos que F' se
anula pois det é anti-simétrica. Logo F' : K™ — K é multi-linear e anti-simétrica e pela equacao (refdet) vale

F(A) = F(ey, ..., ) det(A).

Por outro lado, F(ey, ..., e,,) = det(Id- B) = det B. Logo F(A) = det(A)-det(B) e assim det(AB) = det(A)-det(B).

Corolério 8.1 Se K é um corpo e A € M,,(K) € invertivel, entdo det A # 0 e det(A™1) = det(A)~".

Demonstracao: Basta usar a proposicao 8.1 na relacio A- A~ = Id,,. "

Observagao 8.1 Observe a sequinte consequéncia da multilinearidade e anti-simetria do determinante. Seja A €
M, (K) com linhas aq,...,cm, k € K, i,5 € {1,....m} com i < j e B uma matriz com as mesmas linhas de A
exceto a linha i, que vale oy + kaj. Entdo det B = det A. De fato,

det B = det(a1, ..., a1, aj+kaj, @i, ..., o) = det(aq, ..., ) +k det(aq, ..., aj, ..., a5, ..., ) = det A+k-0 = det A.

Proposicao 8.2 Sejam m,r € N, A € M,(K), B € M,«s(K), C € Ms(K) e 0 € Mgy, (K), entdo

A B
det{ 0 C}:detA-detC’.
Demonstragao: Defina
DA, B,C)i=det | 4 B
,B,C)i=det | 0~ |-

Fixando A e B e pensando D como uma funcdo de C, como o bloco a esquerda de C é nulo, temos que D é
multi-linear e anti-simétrica como fungao das linha de C. Pela relacao (2) temos que

D(A, B,C) = (det C)D(A, B,1d,).
0
0w

como na observagao 8.1 (acrescentando os b's aproveitando os elementos da identidade no bloco abaixo). Logo
D(A,B,1d) = D(A,0,Id). Por outro lado, como o bloco a direita de A é nulo, a aplicacdo A — D(A,0,1d) é

Por outro lado, observe que a matriz

pode ser obtida da matriz
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multi-linear e anti-simétrica como fungao das linhas de A. Logo, novamente pela relagao (2) teremos D(A4,0,1d) =
det(A) - D(1d, 0,1d). Como claramente D(Id,0,1d) = 1, teremos

D(A,B,C) = (det C)D(A, B,1d) = (det C)D(A,0,1d) = (det C)(det A)D(Id, 0,1d) = det Adet C.

u
Lembramos que dada A = (a;;) € M, (K) e dados 4,5 € {1,...,m} o (i, j)-ésimo cofator de A é o escalar
¢ij = (—1)"*7 det A(i]j). Pelo desenvolvimento de Laplace temos que

m
det A = Z QjCij-

i=1

Afirmamos que se j # k, entao
m
Z aikcij =0.
i=1

Para ver isso, seja B = (b;;) a matriz que possui as mesmas colunas de A exceto a coluna j, onde colocamos uma
c6pia da coluna k de A. Assim B possui duas colunas iguais e portanto det B = 0. Por outro lado, note que por
definicao de B, temos B(i|j) = A(i]j) e pelo desenvolvimento de Laplace pela coluna j de B teremos:

0 = detB

m

= Z(—l)i+jbi_j det B(’LI])
i=1

= ) (—1)"a det A(il))

=1
m

= E ik Cij-
i=1

Concluimos que

m
Z ik Cij = Z CijQip = 5]’1@ det A.
=1

i=1
Definimos o
adj(A)i; == cji = (—=1)" det A(jl0),

a chamada adjunta classica de A. Por definigao, adj(A) satisfaz
(adjA)A = (det A)Id.

Vejamos que também vale a relagdo A(adj(A4)) = (det A)Id. Note que para cada i, j temos (adjA);; = (—1)7T¢ det A(i]j) =
(—1)"7 det A'(j]i) = (adjA?);j, isto &, (adjA)! = adjA’. Aplicando a relagao j& conhecida para A’, obtemos

(adjA") A" = (det A")Id,

o que implica (adjA)*A? = (A -adj(A))! = (det A)Id. Como (det A)Id é simétrica, obtemos A - adj(A) = (det A)Id.
Em particular, se det A # 0, entao A é invertivel e

_ 1 .

Resumimos o que acabamos de provar no seguinte.
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Teorema 8.1 Seja A € M,,(K), entao
A - (adjA) = (adjA) - A = (det A)Id,
em particular, A é invertivel se, e somente se, det A # 0.

Definigao 8.1 Dizemos que duas matrizes A, B € M,,(K) sao semelhantes se existe C € M, (K) invertivel tal
que B =C7TAC.

Exercicio 8.1 Verifiqgue que a relagdo de semelhanc¢a em M, (K) é uma relagdo de equivaléncia.

Pela propriedade 8.1, note que se A e B sao semelhantes, entao

det A = det(C~'BC) = det(C~ ") det Bdet C = ﬁ det Bdet C' = det B,
e

isto é, matrizes semelhantes tem mesmo determinante.

Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finita, 7' : V' — V uma transformagao linear e B e € sao bases de V.

Lembramos que
[T)3 = (M5) " [T]eMs.

Ou seja, [T]s e [T]e sao semelhantes. Assim, faz sentido definir o determinante da transformacao linear T
como det T := det[T]5, em que B é qualquer base de V. O conceito estd bem definido e independe da escolha da
base pelo que acabamos de ver.

Para finalizar, vamos apresentar a Regra de Cramer para a solugao de sistemas lineares da forma AX =Y
com A € M,(K) e Yt = (y1,....,4m) dados. Note que AX = Y implica (adjA)AX = (adjA)Y, e portanto
det A- X = (adjA)Y. Logo, se det A # 0, entdo a tnica solugao do sistema AX =Y é dada matricialmente por

1 .
X = ——(adjA)y.

Em coordenadas, para cada j € {1,...,m} temos
I, 1, .
%= o d Z(adJA)jiyi = o d Z(—l) Ty det A(i)j).
i=1 i=1

Note que pelo desenvolvimento de Laplace do determinante (ao longo da coluna j), a expressao Y i, (—1)"™Jy; det A(ilj)
¢é exatamente o determinante da matriz B; que possui as mesmas colunas de A, exceto a coluna j onde é colocado
o vetor Y no lugar da coluna j de A. Assim
det Bj
{Ej = .
det A
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