Curso de Verao UFPR 2020 - Algebra Linear - Lista 1

. Sejam K um corpo e V um K-espaco vetorial.

a) Prove que para todo v € V vale 0-v = 0.
b) Prove que para todo k € K vale k-0 = 0, em que 0 denota o vetor nulo de V.
¢) Prove que se v € V e k € K sdo tais que k- v =0, entdo k =0 ou v = 0.

)

d) Prove que para todos k € Kewv €V vale —(k-v) = (k) -v=Fk- (—v).

e) Prove que para todo v € V vale (—1) - v = —v.

. Determine se os seguintes conjuntos sdo espagos vetoriais (sobre algum corpo). Caso o conjunto com as
operagoes correspondentes nao seja um espago vetorial, diga algum axioma que falha e prove o porqué ele
falha.

a) V=R3 K =R, com as operagoes

(T1,91,21) + (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)

k- (xlaylyzl) = (k : 371,211721)-

b) V=Rso={x € R;z > 0}, K=R, com as operagoes

c) V={(z,y,2) € R3 2 =1}, K=R, com as operagoes

(1,91, 1) + (2,92, 1) := (¥1 + 22,91 + y2,1)

k - (‘rlvyla 1) = (k ' Jfl,k “ Y1, 1)
d) V=Q((H2) ={a+bV/2;a,bc Q}, K= Q, com as operacdes

(a+0V2) + (c+dV2) := (a+¢)+ (b+d)V2

k- (a+bV2):=ka+ kbv2.
e) V=R eK=Q com as operages usuais.

. Mostre que N tem uma estrutura natural de espago vetorial sobre K = Q. Generalize provando que qualquer
conjunto com a cardinalidade de N pode ser visto como um Q-espago vetorial.

. Em cada item abaixo é dado um corpo K, um K-espago vetorial V' e um sub-conjunto S C V. Verifique quais
desses S sao sub-espagos vetoriais de cada V correspondente.

a) K=R, V =R3 com as operacdes usuais e S = {(z,y,2) € R?; 2z +y = 2.}.
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b) K=R, V =R* com as operacoes usuais e S = {(z,y,z,w) € R*; z + 22 = 0}.
K =R, V = M(R) com as operagdes usuais e S = {A € M>(R); A + 24" = 0}.
d) K=R, V =C com as operagoes usuais e S = {z € C;Re(z) = Im(z)}.

)
c)
)
e) K=R, V =3(R,R) com as operagoes usuais e S = {f € F(R,R); f(z) = f(—z) Vz € R}.
)
)
)

f) K=R, V = F(R,R) com as operagdes usuais e S = C°(R) := {f € F(R,R); f é continua}.
g) K=R,V = F(R,R) com as operagdes usuais e S = C*(R) := {f € F(R,R); f ¢é derivavel e f' € C°(R)}.
h) K=R, V =7F(R,R) com as operagoes usuais e S = B(R) := {f € F(R,R); f é limitada}.

Sejam V' um K-espaco vetorial, v € V e S C V um sub-conjunto nao vazio. Definimos
v+ S :={v+s;s €S},
chamado translagao de S por v.

a) Sob quais condigoes sobre v e S o conjunto v + S é um sub-espacgo vetorial de V?

b) Suponha que S seja um sub-espago vetorial. Se v1,v2 € V', mostre que ou v1 +.5 = vy + S ou (v1 +5)N
(v2+9) =

Sejam A € M,(K), Y € M, «1(K) e Xg € M,,x1(K) tais que AXy =Y. Mostre que
{X e M x1(K); AX =Y} =Xp+ S5,
em que S ={X € M,(K); AX = 0}.

Sejam K =R,V =R3e S = {(z,y,2) € R} 2 +2y—2 = 0e—x —y+4z = 0}. Mostre que S é um sub-espago
vetorial e encontre uma base para .S.

Sejam K = C, V = P4(C) e S = {p € P4(C);p(0) = p(1) = 0}. Mostre que S é um sub-espago e encontre
uma base para S.

Seja K um corpo, n € N, V = M, (K), Ss = {4 € M, (K); A= A"} e Sus = {A € M,,(K); A® = —A}. Mostre
que V = S5 & S,s. Encontre também as dimensoes dos espagos envolvidos. Dica: dada A € M,,(K), defina
as matrizes B = £(A+ A') e C = 1(A - A").

Sejam K =R, V = F(R,R) e os seguintes sub-conjuntos

Sy = {f € FRR); f(~2) = f(z) Yz € B}

S; ={f € F(R,R); f(—z) = — f(z) Yz € R}.
Mostre que S, e S; sdo sub-espagos vetoriais e que F(R,R) = S5, & S;.

Seja V = F(R,C) e considere o conjunto S = {fo, f1, f_1} C V dado pelas fungoes fo(t) = 1, fi(t) = e e
f-1(t) = e~ t € R. Mostre que S é linearmente independente. Generalize para o conjunto S = {f,;n € Z},
fo(t) =™ t eR.

Sejam V = R* S = {(z,y,2,w) € RY iz +2y —z2+w = 0} e Sy = {(z,y,2,w) € RYy2 +2y + 2 =
0e —y+2z+w=0}. Encontre S; NSy e Sy + Sz e calcule suas dimensdes.

Sejam V um K-espaco vetorial e (Sx)xea uma familia de sub-espagos vetoriais de V. Mostre que S := (], Sx
ainda é um sub-espago vetorial de V.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Sejam V um K-espago vetorial e S C V um subconjunto qualquer nao vazio. Mostre que span S é o menor
sub-espago vetorial (no sentido de continéncia) de V' que contém S. Isto é,

span S = ﬂ S,
AEA

em que (Sy)rea € a familia de todos os sub-espagos vetoriais de V' que contém o conjunto S.

Seja V um K-espago vetorial e S = {vy,...,v,} C V. Prove que S é linearmente independente se, e somente
se, para todo j € {1,...,n}, v; ndo é combinagao linear dos demais vetores de S. Generalize para familias de
vetores indexadas em um conjunto qualquer A.

Seja V um K-espaco vetorial e S C V.

a) Mostre que se 0 € S, entdo S é linearmente dependente.
b) Mostre que se S C S e S élinearmente independente, entdo S é linearmente independente.

¢) Mostre que se S C S e S é linearmente dependente, entdao S é linearmente dependente.

Seja V' um K-espago vetorial e S C V. Mostre que existe um subconjunto S C S linearmente independente
tal que span S = span S.

Seja V um K-espago vetorial {v1,...,v,} C V um conjunto linearmente independente. Mostre que {vy,v1 +
V2, ..., U1 + U3 + ... + v, } também é linearmente independente.

Sejam V um K-espago vetorial e S1,S2 C V sub-espacos vetoriais. Se S; = span {vx}rea € S2 =
span {0, },cum, mostre que
Sy + Sy = span ({va; faea U{0u}penm) -

Mais ainda, se S1NS2 = {0} e {va}rea, {Uu}uenm sdo linearmente independentes, entao ({vx; faea U {04} penmr)
também ¢é linearmente independente, e portanto uma base de S; + Ss.

Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita, S7 e Sy dois sub-espagos vetoriais de V. Mostre que
dim(S7 + S2) = dim 57 + dim Sy — dim(S; N Sa).

Sejam V = P3(K), B = {1,z + 1,22 +2} e € = {x — 1,2+ 1,22 + 1}. Mostre que S; e Sz sao bases de P;(K)

e encontre Mg. Encontre as coordenadas dos vetores {1, 2,22} nas bases B e € respectivamente.

Mostre que dim F(R,R) = occ.

Sejam V' =R e K = Q. Mostre que dimgR = oo.

item Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e S C V um sub-espago vetorial. Mostre que se
dimS = dimV, entdo S = V. (Isso ensina uma técnica para mostrar quando dois sub-espagos vetoriais
coincidem quando é ficil mostrar apenas uma inclusao entre eles)

Para um C-espaco vetorial V', denotaremos por Vg o conjunto V visto como R-espago vetorial. Mostre
que se {v1,va, ..., v, } for um subconjunto linearmente independente em V', entdo {v1,va, ..., Up, 001, ..., 10, } €
linearmente independente em Vk. Conclua que se dim¢ V' = n, entao dimg Vg = 2n.

Seja V um R-espago vetorial. Definimos Vg :=V X V com as seguintes operagoes:

(u1,u2) + (vi,v2) 1= (u1 + v1, uz + v2),

(a+1b) - (u1,us2) := (auys — bug, bus + aus).
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a) Mostre que V¢ é um C-espago vetorial.

b) Se {vi,...,v,} C V é linearmente independente, mostre que os conjuntos {(v1,0),...,(v,,0)} e
{(0,v1), ..., (0,v,)} sdo linearmente independentes em Vg. Conclua que se dim Vg = n, entdo dime Vg =
n. O espaco vetorial V¢ é chamado de complexificagao de V. Os elementos em V¢ podem ser escritos,
informalmente, na forma (u,v)“ = "u + iv com u,v € V e i? = —1 (o que justifica a maneira como foi
definido o produto por escalares complexos). Note que (Vg)r # V' (compare com o exercicio anterior).

Seja (Vy)aea uma familia de K-espagos vetoriais. Definimos o produto direto da familia, denotado por
IT\cA V), como o produto cartesiano da familia (V) )aea, isto é, o conjunto de todas as familias (v))xea com
vy € V) para todo A € A. O produto direto possui estrutura de K-espago vetorial fazendo as operacgoes
componente a componente, isto é, se (vx)aea, (Oa)rea € k € K, definimos

(va)xea + (Oa)ren == (Ux + Dr)ren,

k- (va)aen := (k- va)xen,

Verifica-se facilmente que IIxca V) satisfaz os axiomas de espago vetorial. Definimos também €D aea VA C
IT\cA V), chamada soma direta da familia (V))xea, como o conjunto das familias (vy)xea tais que vy # 0
para no maximo um nimero finito de indices A € A. Mostre que ,., Va ¢ um sub-espago vetorial do
produto direto. Se A =N e V,, =V para todo n € N, dizemos que V> :=II,,cyV é 0 espaco das sequéncias
em V e que @,V é o espaco das sequéncias quase-nulas em V. No caso V' = K, encontre uma base
para @, . K. Vocé é capaz de explicitar uma base para K*?

Seja W = {(z,2) € C?;z € C}. Mostre que W é um sub-espaco vetorial de C? e encontre sub-espacos W' e
W de C? tais que C2 =W e W' =W & W” mas W N W" = {0}.

Uma bandeira (em inglés “flag”) em um K-espago vetorial V' é uma sequéncia crescente de sub-espagos
encaixantes Lo C Ly C ... C L, C .... Uma bandeira é dita maximal em V se Ly = {0}, UL; = V' ¢ nenhum
sub-espaco M pode ser inserido entre L; e L;11, ou seja, se L; C M C L;y1, entao M = L; ou M = L;41.

a) Seja 0=V, C Vi € ...V, = W; uma bandeira maximal para W1 e 0 = Lo C L1 € ... € L,,, = W5 uma
bandeira maximal para Wy. Mostre que

0CVoCViC..CVuCVo® L CVp@® Ly Co. CVp @ Ly =W Wo=V
é bandeira maximal para V. Conclua que a dimensdo da soma direta (finita) de espagos vetoriais de
dimensao finita tem dimensao finita igual a soma das dimensoes.
b) Seja 0 C Fy € F1 € ... € F,, € ... € V uma bandeira (ndo necessariamente finita) maximal para V.

Prove (sem usar o lema de Zorn diretamente) que V' possui base.

Um espago afim é um conjunto A junto com um espago vetorial A e uma aplicagao ¢ : A X A A que tem
as seguintes propriedades:

e Para todo a € A, ¢(a,0) = q;

e Para todos v,w € A e a € A, vale (p(a,v), w) = p(a,v +w);

e Para cada a € A, a aplicagdo p, : A — A dada por va(v) = p(a,v) é uma bijecao.
Por um abuso de notagao escrevemos a+v := ¢(a,v) (reescreva os axiomas acima usando essa notagao). Em
outras palavras, um espago aﬁm é um conjunto A junto com uma acio livre e tranbltlva do grupo aditivo

inerente a um espago vetorial A O espago A é chamado o espaco de pontos e A é chamado o espaco de
vetores. Paracadaa € Aewv € A, pensamos ¢(a,v) como a adigdo do ponto a com o vetor v, ou translagao



de v pelo ponto a, e o resultado é um novo ponto, denotado por a + v, como indicado acima. Verifique com
esses axiomas fica bem definida uma operacao de diferenca de pontos resultando em um vetor: dados a,b € A,
verifique que existe um unico v € A tal que a + v = b. Denotamos v := b — a.

a) Prove que para todosa € Aewv € A existe um tinico ponto b € A tal que b — a = v;

b) Prove que para todos a,b,c € A, vale (¢ —b)+ (b—a) =c—a.



