CMO095 — Anélise 1
Prof. Hudson Lima

Lista 5 - Entrega dia 29/11/2018

Escolha 10 questoes para entregar de modo que pelo menos 4 questoes
sejam da secao de continuidade e pelo menos 4 questoes sejam da
secao de derivadas.

Todas as questoes tem o mesmo valor individual.

Questoes excedendo a quantidade maxima (10) serao consideradas
como exercicios extra.

As questoes NAO estdo em ordem de dificuldade.

Estas questoes foram inspiradas nos exercicios dos livros do Elon
Lima e do Stephen Abbott.

Continuidade

. Sejam f: [a,b] = R e g: [b,c] — R duas fungdes continuas tais que
f(b) = g(b). Prove que

| f(z) ,paraa<xz<b
h(:z:)—{ g(x) ,parab<z<c

é continua em [a, c].

. Mostre que se f: R — R é continua, entao o conjunto
{zeR: f(z) < a}

é fechado, seja qual for a € R.

. Seja I C R um intervalo aberto e f: I — R uma funcao mondtona.
Prove que para todo c € I existem os limites laterais:

lim f(z)e lim f(z).

z—ct T—c



. Seja {r,} uma enumeracao dos racionais. Defina

=3 o

n:rp<x
Prove que f é mondtona. Quais sao os pontos de descontinuidade de
f?

. Prove que toda fungao continua f: [a,b] — [a,b] tem um ponto fixo,
ou seja, existe xg € [a,b] tal que f(xg) = .

. Seja f: R — R tal que existe A € R tal que

|f(z) = fy)| < Mz —yl|, Vo,yeR.

Prove que f é continua. Se A < 1 prove que f tem um tunico ponto
fixo.

. Seja f: R — R uma funcao tal que f(x +y) = f(z) + f(y), para todo
x,y € R. Prove que se f é continua em 0 € R, existe uma constante
c € R tal que f(z) = cx.

. Seja f:[0,400) — R uma funcao limitada em cada intervalo limitado.
Se lir+n (f(z+1) = f(z)) = L, entao
T—>+00

lim M = L.

T—+00 €T

Derivadas

. Sejam f,g: X — R duas fungoes diferenciaveis em a € X tais que
g(x) # 0 para todo z € X. Prove que f/g: X — R é diferenciavel em

" A Pla)ga) - fa)da)
(5) (a)= g

. Prove ou disprove:
(a) Se a derivada de uma fungao nao é constante, entao esta derivada
deve assumir algum valor irracional.

(b) Se f’ existe num intervalo que contém um ponto c tal que f'(c) >
0, entdo f’(z) > 0 para todo z numa vizinhanca de c.



(c) Se f é diferencidvel num intervalo contendo 0 € R e lim, o f'(z) =
L, entao L = f'(0).

. Seja f: (a,b) = R e c € (a,b). Considere

fe) =t L0
Fe) = tim L1

Prove que f’(c) existe se, e somente se, ambos os limites laterais f'(c™)
e f'(cT) existem e coincidem.

. Mostre que f(x) = /x nao é diferencidvel em 0 € R.
. Determine a classe de diferenciabilidade das seguintes fungoes.

(a) f(x)=a"- |z

z¥sin(2) , para z # 0
(b) g(az)—{ 0 ,paraxz =0’

(c) h(z) = { e , para x # 0

0 ,parax<0

. Sejam p(x) um polindémio e a € R sao tais que

k+1

Entao existe um polinomio ¢(x) tal que p(x) = (x — a)*'q(x).

. Prove que se f: R — R ¢ tal que existe A € R com |f'(z)] < A < 1
para todo = € R, entao f tem um unico ponto fixo.

. Prove que se f : I — R é duas vezes diferenciavel em um ponto a no
interior de I, entao

" o fla+2h)—=2f(a+h)+ f
§(a) = i L0 20 =2 1) + ()



Extras

1. Prove que se (f,), é uma sequéncia de fungoes reais continuas, definidas
em X C R, tais que

Ve > Oa Ean = TL()(E) : |fn(x) - fm(m)‘ <6, Vo € Xa Vm,n = Mo,

entdo f(z) = lim f,(x) existe para cada * € X e f é uma fungao
continua.

2. Sejam f,: [a,b] — R uma sequéncia de fungoes. Prove

(a) Se cada funcao (f,) é continua e f,, — f uniformemente, entao

/ab fn(x)dx — /ab f(z)dx.

(b) Se cada fungao f, é continuamente diferenciavel e f/ — ¢ uni-
formemente e existe ¢ € [a,b] tal que (f,(c)) converge, entao f,
converge uniformemente para uma fungao derivavel f e f' = g.



