CMO095 — Anélise 1
Prof. Hudson Lima

Lista 03 - Entrega: (quarta-feira) 17/10/2018

e Resolva os seguintes exercicios do Capitulo 4 do livro Curso de
Analise vol.1.: 1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 25, 27, 28,
29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 42, 43, 44, 45.

A nota méxima desta lista é (14+2+---+ N), onde N é o numero de
questoes na lista.

e O valor individual das questoes coincide com o nimero que ela
corresponde. Desta forma, a questao 1 vale 1 ponto, a questao 2 vale
2 pontos, e assim por diante.

1. (q.01) Se limx,, = a entdo lim |z, | = |a|. Dé um contra-exemplo mos-
trando que a reciproca ¢é falsa, salvo quando a = 0.

2. (q.02) Sejalimx,, = 0. Para cada n, ponha y, = min{|z|, |za|, ..., ||}
Prove que y,, — 0.

3. (q.03) Se limzy, = a e limzy,_; = a, prove que limz,, = a.

4. (q.04) Se N =N;UNyU---UNg e lim z,, = lim z,, = --- = lim z,, = q,
neNy neNg TLENk

entao, lim z,, = a.
neN

5. (q.05) Dé exemplo de uma sequéncia (z,) e uma decomposi¢do N =
NyUNyU---UN,U--- de N como uma reunidao de uma infinidade
de conjuntos infinitos tais que, para todo k, a subsequéncia (z,)nen,
tenha limite a, mas nao se tem lim x,, = a.

6. (q.10) Sejam k € Ne a > 0. Se a < x, < n* para todo n, entdo
lim /x, = 1.

7. (q.11) Use a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica dos
n+ 1 ndmeros 1 —1/n,1 —1/n,...,1 —1/n,1 e prove que a seqiiéncia
(1—1/n)™ é crescente. Conclua que (1 —1/n)" > 1/4 para todo n > 1.

Sejam x, = (1+1/n)" ey, = (1—1/(n+1))""'. Mostre que lim x,,y,, =
1 e deduza daf que lim(1 — 1/n)" = ¢!
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(q.12) Fazendo y = 2% e b = a* na identidade

! 1\ k-1 i q_itl .
obtenha (x —a) = (% —a*) ) ,_, xka' & e use isto para provar que

se limz,, = a, entao lim {/x,, = ¥a. Conclua, dai, que lim(z,)" = a"
para todo r racional.

(q.13) Prove que para todo r € Q, tem-se lim (1 + Z) =e".
n

n—oo

(q.14) Seja a > 0, b > 0. Prove que lim va" + b® = max{a, b}.

n—oo

(q.20) Seja x; = 1 e defina z, 41 = 1+ zl Verifique que |2, 40 — Tpy1] <
%|xn+1 —2,|. Conclua que existe a = lim x,, e determine a. Vocés veem
Fibonacci?

(q.21) Ponha x; = 1 e defina x,.; = 1+ /z,. Mostre que a seqiiéncia
(z,), assim definida, é limitada. Determine a = lim x,,.

(q.22) A fim de que a sequéncia (x,) nao possua subsequéncia conver-
gente é necessério e suficiente que lim |x,| = +00.

(q.25) Seja x, # 0 para todo n € N. Se existirem ny € N e ¢ € R tais
que 0 < |z;—:1| < ¢ < 1 para todo n > ng, entao lim |z,,| = 0. Se, porém,
|=25] > ¢ > 1, entdo lim|z,| = +o00. Como aplicagio, reobtenha os
Exemplos 21 e 22 e mostre que lim n”—T'L = 0.

T+t

(q.27) Se lim x,, = a, pondo y, = —— tem-se ainda limy, =
n
. elim x,, = a e os z,, sao todos positivos, entao lim Vr x5 - - - T, =
4.28) Se 5o todos positi tao li

a. [Sugestao: Tome logaritmo e reduza ao problema aterior.] Conclua

An+1 ~ .
= a, entao lim {/a,, = a.
G,

que se a, > 0 e lim

(q.29) Seja y, > 0 para todo n € N, com Yy, = +o00. Se lim In _ a,

Yn
L T+ Xyt Ty,
entao lim =a
Y1 +Y2+ -+ Yn
(q.30) Se (y,) é crescente e limy, = +o00, entao lim ot 700 _ o
Yn+1 — Yn

. In ;. .
lim — = a. (Use o exercicio anterior.)
Yn
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(q.32) Para todon € N tem-se 0 < e — (1 + ]

Conclua dai que o nimero e é irracional.

1 4
(q.33) lim —{/(n+1)(n+2)..2n = —. (Use o final do Exercicio 28.)
n—oo N

e
(q.34) Prove que se definirmos a, pela igualdade n! = n" - e ™" - a,,
teremos lim /a,, = 1.

(q.35) Sejam > a, e > b, séries de termos positivos. Se Y b, = +o0
Qn+1 > bny1

e existe ng € N tal que
+00.

para todo n > ng, entdo »_ a, =
n n

(q.36) Sejam Y a, e > b, séries de termos positivos. Se lim Z—n =0e

n
a
> by, converge, entdo Y a, converge. Se lim b_n =c¢ # 0, entdo Y ay,
n
converge se, e somente se, » b, converge.
(q.37) Para todo polinomio p(z) de grau superior a 1, a série ) ]%)
converge.

(q.40) Prove que, para todo a € R, a série a® + 1 a2 + i ag)g +-
convergente e calcule sua soma.

(q.41) Para todo p € N fixado, a série Z FICEEY converge.

1 ..(n+p)
(q.42
(q.43
(

) Se > a,, converge e a, > 0, entdo Y (a,)? e
) S

q.44) Se (a,) é decrescente e »_ a,, converge, entdo limn - a,, = 0.
)

1+

e Y (ay)? converge, entao »_ % converge.

(q.46) Seja (a,) uma sequéncia nao-crescente, com lima, = 0. A série
> a, converge se, e somente se, »  2"agn converge.



